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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Tassellature con i domino
Consideriamo una regione quadrata del piano, di dimensione N ×N , con N
pari, e supponiamo di volerla ricoprire completamente e senza sovrapposizioni
con rettangoli di dimensione 1× 2, d’ora in poi chiamati domino. Il numero
di tassellature è dato da [1, 2]

N quad
N =

N
2∏
j=1

N
2∏

k=1

[
4 cos2

(
πj

N + 1

)
+ 4 cos2

(
πk

N + 1

)]
. (1.1)

Siamo interessati alle tassellature aleatorie, estratte con distribuzione di pro-
babilità uniforme tra le N quad

N possibili. Ci aspettiamo che una tipica tas-
sellatura sia disordinata (figura 1.1). Si possono certamente osservare anche
tassellature aleatorie con regioni ordinate più o meno estese, ma la loro pro-
babilità decresce all’aumentare di N , in accordo con i principi della teoria
della probabilità.

Figura 1.1: Tipica tassellatura di una regione quadrata di dimensione 40×40
(immagine di J.Propp).
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Figura 1.2: Diamante azteco di ordine 4. Nella figura a destra, abbiamo
assegnato ai quadrati la colorazione a scacchiera a cui faremo riferimento nel
seguito.

Figura 1.3: Tipiche tassellature aleatorie con distribuzione uniforme di dia-
manti aztechi. Il diamante a sinistra è di ordine 500, mentre quello a destra
è di ordine 50 (immagine di J.Propp).

Consideriamo ora le tassellature di una regione a forma di diamante azteco
di ordine N (figura 1.2). Il numero di tassellature distinte è dato da [3]

N aztec
N = 2N2+N

2 . (1.2)

Tipiche tassellature aleatorie con distribuzione uniforme sono riportate in
figura 1.3. Osserviamo la formazione di regioni ordinate nei quattro angoli
del diamante e di una regione centrale disordinata, approssimativamente cir-
colare. Questo fenomeno si rinforza al crescere di N ; la sua formalizzazione
matematica è legata al seguente teorema [4]:

Teorema (Teorema del cerchio artico). Fissato 0 < ε < 1, per ogni N
sufficientemente grande, le tassellature del diamante azteco di ordine N pre-
sentano, con probabilità pari a 1− ε, una regione disordinata la cui frontiera
giace uniformemente entro una distanza εN dalla circonferenza inscritta nel
diamante.



7

Riscalando di un fattore δ la dimensione minore del domino, questo enun-
ciato rigoroso esprime il fatto che nel limite δ → 0, N → ∞, con Nδ = 1
(detto limite di scaling), la frontiera della regione disordinata è la circonfe-
renza di raggio 1√

2 , inscritta nel diamante.
Dal punto di vista fisico, il modello discusso presenta due aspetti interessanti:

1. il comportamento del modello nel limite termodinamico risulta dipen-
dere dalle condizioni al contorno;

2. particolari scelte di condizioni al contorno inducono, nel limite termo-
dinamico, il fenomeno di separazione spaziale delle fasi, ovvero l’emer-
genza di regioni ordinate (o congelate) e disordinate (o temperate),
nettamente separate da curve "artiche"1.

Questi aspetti sono stati osservati, in numerose declinazioni, tramite esperi-
menti numerici, in molti altri modelli: ne sono esempi i diagrammi di Young
con misura di Plancherel [5, 6], lo scioglimento di cristalli cubici [7, 8], le
partizioni piane [9] e i processi di Schur [10].

Riguardo al primo punto, ricordiamo dai principi della meccanica sta-
tistica che le proprietà termodinamiche di un sistema non dipendono dalla
scelta delle condizioni al contorno, purché le interazioni decrescano in modo
sufficientemente veloce con la distanza. Il modello considerato, seppure non
presenti nessuna interazione tra i domino, non soddisfa questa ipotesi poiché
la condizione che i domino debbano ricoprire perfettamente la regione senza
sovrapporsi può indurre correlazioni a lungo raggio: una modifica locale della
tassellatura si ripercuote sui domino vicini.

Questi aspetti sono ormai pienamente compresi in maniera analitica per
le tassellature con domino e, più in generale, per tutti i modelli di dimeri
su grafi planari bipartiti [11]-[13]. Dal punto fisico, questi possono essere
ricondotti a modelli di fermioni discreti e non interagenti.

Sarebbe interessante capire in che modo questi fenomeni siano influenzati
dalla presenza di interazioni tra i fermioni, tuttavia il problema si complica
enormemente ed i risultati analitici in proposito sono ancora pochissimi [14]-
[26]. Data la natura non perturbativa dei fenomeni discussi è conveniente
restringersi ad una particolare classe di interazioni, quelle dette integrabili,
che permettono, almeno in linea di principio, il calcolo di risultati esatti.

In particolare, nel modello considerato, è possibile introdurre un’inte-
razione tra i domino che preservi l’integrabilità del sistema [3]; il modello
risultante è il modello a sei vertici ed è il principale oggetto di questa tesi.

1Questo nome è legato all’analogia tra questa curve, che dividono le regione congelate
da quelle temperate, e il circolo polare artico sul globo terrestre.
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1.2 Forme limite
Consideriamo il diamante azteco di ordine N come una regione di reticolo
quadrato bidimensionale di passo unitario; questo induce naturalmente una
suddivisione in quadrati di dimensione 1 × 1 ai cui vertici è associata una
coppia di coordinate intere (m,n), rispetto ad un sistema di assi paralleli alle
diagonali, con origine nel centro del diamante. Coloriamo le facce del reticolo
di bianco o di nero in modo che facce con spigoli in comune abbiano colori
diversi; assumiamo convenzionalmente che i quadrati all’estremo sinistro di
ogni riga nella parte superiore del diamante siano bianchi (figura 1.2).

Ad ogni tassellatura è possibile assegnare in modo univoco una funzione
altezza hN(m,n) definita sui vertici dei quadrati (contenuti nel diamante)
con le seguenti proprietà:

• hN(−N, 0) = 0;

• l’altezza aumenta di un’unità se ci spostiamo lungo uno spigolo che
non biseca nessun domino con un quadrato bianco sulla destra, mentre
diminuisce di un’unità se il quadrato sulla destra è nero.

Il limite di scaling della funzione altezza è detto forma limite ed è definito
come

h(x, y) = lim
N→∞

1
N
hN ([xN ] , [yN ]) , x, y ∈ [−1, 1], |x± y| ≤ 1, (1.3)

dove, dato un numero reale a,

[a] =
bac se a ≥ 0,
dae se a < 0,

(1.4)

con bac e dae che indicano rispettivamente la parte intera inferiore e superiore
di a.

La funzione altezza e la forma limite sono collegate ad alcune osservabili
del modello, come per esempio la densità di domino orizzontali e quella di
domino verticali2.

2Ad essere precisi, in ogni tassellatura, sono presenti due tipi diversi di domino verticali
che differiscono a seconda che la loro parte superiore si trovi su un quadrato nero o su
uno bianco. La funzione p(x, y) descrive la densità di uno solo di questi tipi di domino.
Analogamente, si hanno due tipi di domino orizzontali.
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Figura 1.4: Funzione altezza relativa alla tassellatura con i domino del dia-
mante azteco di ordine 100; nel limite di scaling, questa diventerà la forma
limite del modello.

Si dimostra che la densità di uno dei due tipi di domino verticali è data
da [27]

p(x, y) =


1 se x2 + y2 ≥ 1

2 e x > 1
2 ,

1
π

arccos
(

1−2x√
2
√

(x−1)2−y2

)
se x2 + y2 < 1

2 ,

0 se x2 + y2 ≥ 1
2 e x < 1

2 .

(1.5)

Per simmetria, le densità degli altri tre tipi di domino sono p(−y, x), p(−x,−y)
e p(y,−x).

Se definiamo il vettore polarizzazione come

~P := (2p(−x,−y)− 2p(x, y), 2p(y,−x)− 2p(−y, x)) , (1.6)

la forma limite soddisfa la relazione

~P =
(
∂h(x, y)
∂x

,
∂h(x, y)
∂y

)
, (1.7)

che realizza il suddetto collegamento tra h(x, y) e le densità di domino.

1.3 Quantum Quench e separazione spaziale
delle fasi

I fenomeni di separazione spaziale delle fasi e l’insorgere di curve artiche
risultano essere collegati a fenomeni di "cono luce" che si presentano nello
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studio del Quantum Quench di catene di spin unidimensionali. Si parla di
Quantum Quench quando abbiamo un sistema in un dato stato iniziale, even-
tualmente autostato di una hamiltoniana H0, che viene fatto evolvere tramite
una hamiltoniana H. Il Quantum Quench è uno dei principali e più semplici
protocolli per lo studio della dinamica quantistica fuori dall’equilibrio.
Per illustrare un esempio di tale fenomeno, consideriamo una catena di spin
XX0 in campo nullo con N siti, la cui hamiltoniana è

HXX0 = −
N−1

2∑
n=−N−1

2

(
S(x)
n S

(x)
n+1 + S(y)

n S
(y)
n+1

)
, (1.8)

dove N è pari per comodità. Gli operatori S(α)
n , n = −N−1

2 , . . . , N−1
2 , α =

x, y, z, sono definiti come S(α)
n = σ

(α)
n

2 , dove σ(α)
n sono le matrici di Pauli.

Assumiamo condizioni al contorno periodiche, ovvero, S(α)
n+N = S(α)

n , n =
−N−1

2 , . . . , N−1
2 , α = x, y, z.

Dato un generico stato del sistema |ψ〉, la componente α della magnetiz-
zazione è definita da

M (α)
n := 〈ψ|S(α)

n |ψ〉, n = −N − 1
2 , . . . ,

N − 1
2 , α = x, y, z. (1.9)

Definiamo la densità di spin orientati negativamente lungo l’asse z ("parti-
celle") come

ρn := 1
2 −M

(z)
n . (1.10)

Consideriamo uno stato iniziale |ψ0〉, al tempo t = 0, costruito in modo tale
che, su tutti i siti con n < 0, gli spin siano orientati negativamente lungo z,
mentre, sui siti con n > 0, siano orientati in verso opposto (stato iniziale a
parete di dominio): in questo stato, la densità è

ρn(0) =
1 se n < 0,

0 se n > 0.
(1.11)

Per t > 0, si ha |ψ(t)〉 = e−iHXX0t|ψ0〉; le "particelle" cominciano a fluire da
sinistra verso destra e, intorno a n = 0, si forma una regione disordinata in
cui 0 < ρn < 1. Tale regione si espande all’aumentare di t andando a formare
un "cono luce". Nel limite in cui N, n, t→∞, con n

t
fissato, si trova [31]

ρn(t) =


1 se n

t
< −1,

1
π

arccos
(
n
t

)
se − 1 < n

t
< 1,

0 se n
t
> 1.

(1.12)
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Figura 1.5: Profilo spaziotemporale della densità ρn(t).

Si noti che, tramite il cambio di variabili,n = 1−2x√
2 ,

t =
√

(x− 1)2 − y2,
(1.13)

si ottiene (1.5) e il "cono luce" viene mappato nella circonferenza artica della
tassellatura con domino del diamante azteco. Questa corrispondenza è più
profonda di un semplice cambio di coordinate; infatti, calcolando il valore
di aspettazione di ρn sullo stato |ψ̃N

2
〉 := e−

N
2 HXX0|ψ0〉, ottenuto tramite

evoluzione in tempo immaginario e discreto, per N
2 passi temporali, si trova

(1.5) [29].
Questa corrispondenza tra la catena XX0 e la tassellatura con i domino

è uno dei tanti esempi della nota corrispondenza tra modelli quantistici (1 +
1)-dimensionali e modelli bidimensionali di meccanica statistica.

La catena XX0 è un esempio di modello a fermioni liberi e la sua dina-
mica di non equilibrio è relativamente semplice e totalmente compresa. La
frontiera attuale per i problemi di Quantum Quench è costituita dal modello
XXZ, prototipo di catena di spin integrabile, la cui hamiltoniana è

HXXZ = −
N∑
n=1

(
S(x)
n S

(x)
n+1 + S(y)

n S
(y)
n+1 + ∆S(z)

n S
(z)
n+1

)
. (1.14)
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Figura 1.6: A sinistra, una rappresentazione di un reticolo di ghiaccio, in
cui le sfere bianche indicano gli atomi di ossigeno e quelle nere gli atomi di
idrogeno. A destra, le sei configurazioni di vertice nel modello a sei vertici
bidimensionale.

Il corrispondente modello di meccanica statistica è il modello a sei vertici.
La hamiltoniana (1.8) è il caso con ∆ = 0 (anche detto dei fermioni liberi) di
HXXZ e, corrispondentemente, la tassellatura con i domino è il regime con
∆ = 0 del modello a sei vertici.

1.4 Modello a sei vertici
Il modello a sei vertici è un modello di fisica statistica classica su reticolo,
introdotto da Slater negli anni ’40 per descrivere il comportamento di alcuni
cristalli caratterizzati da un reticolo con vertici tetravalenti. I possibili stati
del modello possono essere descritti disponendo una freccia lungo ogni spigolo
del reticolo, orientata verso uno dei due siti adiacenti, compatibilmente con
la ice rule: delle quattro frecce che circondano ogni sito, due sono entranti e
due sono uscenti. Questo limita le configurazioni di frecce intorno a ciascun
sito a sole sei possibilità (da cui il nome del modello).

Le prime soluzioni esatte per il caso bidimensionale sono state ottenute,
nel 1967, da Lieb e, nel caso più generale, da Sutherland. Queste soluzioni si
riferiscono al modello con condizioni periodiche al contorno. Altre condizioni
al contorno interessanti sono quelle fisse, un esempio delle quali sono le condi-
zioni al contorno a parete di dominio (indicate anche con DWBC, acronimo
dall’inglese Domain Wall Boundary Conditions), introdotte da Korepin in
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[47]. Nel limite di scaling, definito come limite in cui il numero di siti reti-
colari tende a infinito in ogni direzione, il passo reticolare tende a zero e le
dimensioni del reticolo rimangono costanti, le DWBC inducono separazione
spaziale delle fasi.

1.5 Organizzazione della tesi
Il modello a sei vertici bidimensionale, modello interagente e integrabile,
esibisce, anche nel limite termodinamico, dipendenza dalle condizioni al con-
torno e, con particolari condizioni al contorno fisse, nel limite di scaling,
presenta separazione spaziale delle fasi e forme limite. La presenza di que-
sti fenomeni e la relazione con la tassellatura con i domino e i fenomeni di
Quantum Quench ci motivano a studiare il modello e le sue proprietà.

In questo ambito l’obiettivo è il calcolo delle espressioni esatte di curve
artiche e forme limite del modello con generiche condizioni al contorno fisse.
Data l’estrema difficoltà di questo programma, ci limitiamo per il momento
al caso di condizioni al contorno a parete di dominio.

Una strategia per la descrizione analitica di questi fenomeni consiste nel
calcolare esattamente opportune funzioni di correlazione del modello e stu-
diarne il comportamento asintotico nel limite di scaling. In [63]-[68], sono
state ottenute espressioni esatte per diverse funzioni di correlazione; il calco-
lo di queste quantità si basa sul metodo dello scattering inverso quantistico
e sul formalismo del Bethe ansatz algebrico.

Le funzioni di correlazione calcolate in [63]-[68] permettono di descrivere
solo alcuni aspetti del comportamento del modello nel limite di scaling; la
funzione che fornisce l’informazione più completa a riguardo è la funzione di
correlazione ad un punto (anche detta polarizzazione). Il calcolo di questa
quantità risulta estremamente complicato, anche a causa delle condizioni al
contorno fisse che rompono l’invarianza per traslazione del modello.

L’obiettivo della tesi è quello di fare progressi nel calcolo esatto della
funzione di correlazione ad un punto. A tal fine, abbiamo costruito una rap-
presentazione per la cosiddetta probabilità di configurazione di riga (ovvero
la probabilità di avere, su una data riga, una certa configurazione di frec-
ce). A partire da questa, abbiamo fornito una derivazione alternativa per il
calcolo di un’altra funzione di correlazione, la probabilità di formazione di
regioni vuote, già nota per altra via [65]. Le tecniche e la procedura svilup-
pate per questo calcolo, sono state poi estese al calcolo di un’espressione per
la polarizzazione.

Inoltre è stata ottenuta una rappresentazione integrale per la funzione di
partizione del modello con le cosiddette condizioni al contorno a parete di
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dominio parziali, altro esempio in cui si osserva separazione spaziale delle
fasi. In questo caso, per ∆ = 0, nel limite di scaling, è stata calcolata la
densità di frecce di un certo tipo lungo uno dei bordi del reticolo: questa
quantità è direttamente collegata al gradiente della forma limite del modello
lungo tale bordo.

Il lavoro è organizzato come segue. Nel capitolo 2, viene introdotto il
modello a sei vertici e ne vengono discusse le proprietà fisiche rilevanti. Nel
capitolo 3, viene discussa la nozione di integrabilità quantistica e viene de-
scritto il metodo del Bethe ansatz delle coordinate, mentre, nel capitolo 4,
vengono trattati in dettaglio il metodo dello scattering inverso quantistico e il
formalismo del Bethe ansatz algebrico. Infine, nel capitolo 5, il modello a sei
vertici è inquadrato nel formalismo del metodo dello scattering inverso quan-
tistico e sono riportate le espressioni esatte di alcune funzioni di correlazione.
Vengono poi calcolate le rappresentazioni per la probabilità di configurazione
di riga e per la funzione di partizione del modello con DWBC parziali. Vie-
ne quindi fornita una costruzione alternativa per una rappresentazione della
probabilità di formazione di regioni vuote; questa procedura viene applicata
al caso della funzione di correlazione ad un punto, permettendo di ottenere
anche per questa una rappresentazione integrale.



Capitolo 2

Modello a sei vertici

2.1 Cenni storici
A temperature molto basse, il ghiaccio ha un’entropia residua. Negli anni ’30,
è stata misurata sperimentalmente con il risultato ssp ' 0.82 cal

°K·mol , intorno
a 10°K [32].

Nel ghiaccio, gli atomi di ossigeno si dispongono sui vertici di un reticolo
tetraedrico, mentre gli ioni di idrogeno su ciascuno degli spigoli tra due siti
adiacenti, in prossimità di uno dei due ioni di ossigeno. Possiamo perciò
costruire un modello su reticolo in cui i gradi di libertà si dispongano sugli
spigoli e ammettano due possibili stati: descriviamoli tramite delle frecce
disposte lungo ciascuno spigolo. Le frecce, fisicamente, sono associate ai
momenti di dipolo elettrico che si formano tra due siti reticolari (detti anche
vertici) a causa della posizione dello ione di idrogeno lungo lo spigolo. La
funzione di partizione sarà

Z =
∑
conf

e
− Ec
kBT , (2.1)

dove T è la temperatura ed Ec è l’energia associata ad ognuna delle configu-
razioni su cui si effettua la somma. Richiediamo la neutralità elettrica locale
sul reticolo: questo può essere realizzato supponendo che siano ammesse, per
ogni sito, solo le configurazioni in cui si hanno due ioni di idrogeno che si
avvicinano al sito e due che se ne allontanano (e, dunque, due frecce entranti
e due frecce uscenti rispetto ad ogni vertice). Questo vincolo, noto come
ice rule, riduce il numero delle configurazioni di vertice ammesse da 16 a
6. Un modello su reticolo tetravalente in cui, per ogni vertice, deve essere
soddisfatto questo vincolo è detto modello a sei vertici.

In un sistema su un reticolo con N siti, l’entropia molare è definita come
s := NAkBW , (2.2)

15



16

dove
W := lim

N→∞
ln Ω

1
N
N (2.3)

con ΩN numero delle configurazioni possibili e NA numero di Avogadro. Per
riprodurre la presenza di entropia residua in un modello statistico, suppo-
niamo che le configurazioni di vertice siano isoenergetiche (si può suppor-
re, scegliendo opportunamente lo zero, che l’energia sia nulla). In questo
caso, calcolare la funzione di partizione significa contare tutte le possibili
configurazioni, ovvero, ΩN = Z.

Per un reticolo tridimensionale, si può stimare W supponendo che gli
spigoli e le configurazioni di vertice siano indipendenti [34]. Si trova

Ω(3D)
N = 22N

( 6
16

)N
, (2.4)

in cui il fattore 6
16 viene dal fatto che sono ammesse solo 6 configurazioni di

vertice su 16. Da questa,

W3D = ln
(3

2

)
⇒ s3D = NAkB ln

(3
2

)
' 0.81 cal

°K ·mol . (2.5)

Se invece si considera un reticolo bidimensionale, il modello può essere risolto
esattamente, ottenendo [33]

W2D = 3
2 ln

(4
3

)
⇒ s2D = NAkB

3
2 ln

(4
3

)
' 0.86 cal

°K ·mol . (2.6)

Si noti che in questo calcolo di entropia configurazionale la dimensionalità
del sistema ha un’influenza marginale. Il fattore determinante è la struttura
di grafo del reticolo; in entrambi i casi infatti si ha un grafo tetravalente.

In recenti studi di natura sperimentale, è stato osservato, grazie all’ausilio
di un microscopio elettronico a trasmissione, che, intrappolando l’acqua tra
due strati di grafene, si formano, in regioni di dimensioni inferiori al micro-
metro, strutture ordinate su reticolo quadrato: queste sono state interpretate
come porzioni di ghiaccio planare [35].

Un certo numero di cristalli, caratterizzati dalla presenza del legame a
idrogeno, esibiscono una transizione di fase ferroelettrica o antiferroelettrica.
Ciò significa che, al variare di un parametro, ad esempio la temperatura,
si ha il passaggio da una fase a polarizzazione disordinata ad una ordinata
(in cui le componenti del sistema si orientano tutte nella stessa direzione).
Un esempio di tali cristalli è il diidrogenofosfato di potassio (KH2PO4) che,
a circa 122°K, passa da una fase a polarizzazione nulla ad un una sponta-
neamente polarizzata. La struttura di KH2PO4 è caratterizzata dai gruppi
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Figura 2.1: Formazione di strutture ordinate in un sistema composto da
acqua tra due strati di grafene. L’osservazione è stata effettuata con un
microscopio elettronico a trasmissione (figura tratta da [35]).

fosfato che si dispongono sui vertici di un reticolo tetraedrico. Come rivelato
dagli esperimenti di scattering di neutroni, l’idrogeno si trova tra ogni coppia
di gruppi fosfato. Di conseguenza, una configurazione del cristallo è carat-
terizzata dall’assegnazione delle posizioni degli ioni di idrogeno. Onsager
(1939) fu il primo a supporre che la transizione ferroelettrica nel KH2PO4
fosse collegata al comportamento degli ioni di idrogeno.

Per descrivere questo sistema, possiamo considerare un modello a sei ver-
tici, definito su un reticolo con struttura tetraedrica, con pesi di Boltzmann
diversi per le varie configurazioni di vertice. Al variare del valore dei pesi,
il modello risulta ferroelettrico o antiferroelettrico. Ad esempio, se la con-
figurazione con peso maggiore è quella in cui i dipoli elettrici si orientano
nella stessa direzione, allora, a bassa temperatura, ci sarà una polarizzazione
spontanea non nulla lungo tale direzione e avremo così ordine ferroelettrico.

Recentemente sono stati costruiti in laboratorio sistemi magnetici bidi-
mensionali con interazioni dipolari frustrate [37]-[40]. Una possibile descri-
zione teorica per questi sistemi è ottenuta tramite un modello a sedici vertici
in cui le dieci configurazioni di vertice non contenute in figura 4.1 hanno pesi
di Boltzmann diversi da zero, ma comunque molto minori di quelli delle altre
sei. La ice rule non vale quindi in modo esatto, ma il modello dà comunque
una buona descrizione qualitativa di questi sistemi [41].

2.2 Formulazione statistica
Il modello a sei vertici bidimensionale è un modello classico di meccani-
ca statistica su reticolo quadrato, in cui gli stati sono ottenuti disponendo
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Figura 2.2: Configurazioni di vertice compatibili con la ice rule e relativi
pesi statistici. Nella parte inferiore è riportata la rappresentazione grafica in
termini di segmenti pieni e segmenti vuoti.

una freccia lungo ogni spigolo del reticolo, orientata verso uno dei due siti
adiacenti, compatibilmente con la ice rule.

Le sei possibili configurazioni di vertice sono mostrate in figura 2.2. Co-
me illustrato, ogni configurazione di frecce può essere rappresentata come
configurazione di segmenti pieni e segmenti vuoti. Si associano alle frecce
che puntano in alto e a destra i segmenti vuoti e a quelle che puntano in
basso e a sinistra i segmenti pieni. La ice rule comporta che i segmenti
pieni siano disposti consecutivamente, formando cammini non intersecante-
si che fluiscono da un bordo all’altro, senza interruzioni, lungo la direttrice
Nord-Est/Sud-Ovest.

Chiamiamo spigoli esterni, gli spigoli che sono collegati ad un unico ver-
tice. Fissare le frecce sugli spigoli esterni significa imporre le condizioni al
contorno: le tipologie principalmente studiate sono le seguenti.

• Condizioni al contorno periodiche: il reticolo è reso periodico lungo en-
trambe le direzioni, identificando gli spigoli esterni di destra con quelli
di sinistra e quelli superiori con quelli inferiori. Questo corrisponde a
considerare il modello su un toro bidimensionale.

• Condizioni al contorno fisse: l’orientazione delle frecce lungo gli spigoli
esterni è fissata. Un esempio di tali condizioni al contorno sono le con-
dizioni al contorno a parete di dominio: dato il modello su un reticolo
con N linee orizzontali e N linee verticali (N ×N), si impone che tutte
le frecce verticali sul bordo inferiore e su quello superiore puntino verso
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N

1
2...
s
s+ 1
...

2 1N .. . . . . .

Figura 2.3: Condizioni al contorno a parete di dominio. Scegliamo di nu-
merare linee orizzontali e linee verticali in ordine crescente dall’alto verso il
basso e da destra verso sinistra.

l’interno del reticolo, mentre quelle sul bordo destro e sul bordo sinistro
puntino verso l’esterno (figura 2.3).

Ad ognuna delle sei possibili configurazioni di vertice, associamo un peso
di Boltzmann, assunto reale e positivo,

wj = e
−

εj
kBT , j = 1, . . . , 6, (2.7)

dove εj è l’energia relativa alla corrispondente configurazione e T è la tem-
peratura. Alle configurazioni non ammesse, si associa peso statistico nullo.

Il modello a sei vertici si dice omogeneo se wj, j = 1, . . . , 6, dipendono
solo dalla configurazione di vertice a cui sono associati. Se invece dipendono
dalla posizione della configurazione di vertice sul reticolo, si parla di modello
non omogeneo. Definiamo il peso statistico relativo ad un generico stato S
(in cui, per definizione, viene rispettata la ice rule) come

W (S) :=
6∏
i=1

w
Ni(S)
i , (2.8)

dove Ni(S) è il numero di configurazioni di vertice di tipo i nello stato S. La
funzione di partizione del modello è

Z =
∑
{S}

W (S), (2.9)

dove la somma è effettuata su tutti i possibili stati del modello compatibili
con le condizioni al contorno scelte.
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La misura di Gibbs è allora definita come

P (S) := W (S)
Z

, ∀S ∈ {S} . (2.10)

Definiamo la funzione caratteristica di uno spigolo e del reticolo come,

χe(S) :=
1 se e, nello stato S, è occupato da un segmento pieno,

0 altrimenti.
(2.11)

Questo ci permette di definire una funzione di correlazione locale come il
valore di aspettazione di un prodotto di funzioni caratteristiche rispetto alla
misura di probabilità (2.10),

〈χe1χe2 . . . χen〉 =
∑
{S}

P (S)
n∏
i=1

χei(S). (2.12)

Questa grandezza indica la probabilità che il sistema si trovi in uno stato in
cui gli spigoli e1, . . . , en siano occupati da segmenti pieni.

Scelta delle energie
Assumiamo il sistema invariante rispetto all’inversione di tutte le frecce si-
multaneamente. Se interpretiamo le frecce sul reticolo come momenti di
dipolo elettrico locali, questo significa considerare il sistema in assenza di
campo elettrico. La configurazione di vertice di tipo 1 è caratterizzata da un
momento di dipolo elettrico diretto verso Nord-Est, mentre quella di tipo 2
da uno diretto verso Sud-Ovest. Dunque, identificando ε1 e ε2, si annulla la
componente NE/SO del campo elettrico. Similmente, uguagliando ε3 e ε4,
annulliamo la componente NO/SE del campo. Poniamo quindi

ε1 = ε2, ε3 = ε4. (2.13)

Osserviamo che, con condizioni periodiche al contorno e condizioni al contor-
no a parete di dominio, la differenza tra il numero di configurazioni di tipo 5
e di tipo 6 è costante su ogni linea orizzontale del reticolo; in particolare, nel
primo caso è 0, mentre nel secondo è 1. Pertanto, non si perde di generalità
nel porre, in entrambi i casi,

ε5 = ε6. (2.14)
In termini dei pesi di Boltzmann, (2.13) e (2.14) implicano

a := w1 = w2, b := w3 = w4, c := w5 = w6. (2.15)

Nel seguito assumeremo sempre (2.15).
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2.3 Soluzione con condizioni al contorno pe-
riodiche

2.3.1 La matrice di trasferimento
Consideriamo il modello a sei vertici su un reticolo conM linee orizzontali eN
linee verticali e imponiamo le condizioni al contorno periodiche. Assumiamo
che i pesi di Boltzmann soddisfino la condizione (2.15).

Chiamiamo riga r-esima l’insieme di N spigoli verticali tra la r-esima e
la r+ 1-esima linea orizzontale. Indiciamo con ϕr lo "stato" della riga r-ima,
ovvero la configurazione dei segmenti pieni sugli spigoli verticali. Dato che su
ogni spigolo può esserci un segmento pieno o un segmento vuoto, ϕr ammette
2N possibili valori.

Detto mj, j = 1, . . . , 6, il numero di configurazioni di vertice di tipo j
sulla r+ 1-esima linea orizzontale in un certo stato del modello, definiamo la
matrice 2N × 2N , con elementi

V (ϕr, ϕr+1) =
∑ 6∏

j=1
w
mj
j , (2.16)

matrice di trasferimento, dove la somma è effettuata su tutte le possibili
configurazioni di spigoli sulla linea orizzontale r + 1-esima.

La funzione di partizione può essere scritta come

Zper =
∑
ϕ1

· · ·
∑
ϕM

V (ϕ1, ϕ2)V (ϕ2, ϕ3) . . . V (ϕM , ϕ1) = TrV M . (2.17)

Osserviamo che i soli elementi non nulli di V (ϕr, ϕr+1) sono quelli tali che
tutte le configurazioni di vertice sulla linea orizzontale r+ 1-esima rispettino
la ice rule.

Detti Λj gli autovalori di V ,

TrV M =
2N∑
j=1

ΛM
j . (2.18)

Pertanto, si ha
Zper ∼ ΛM

max, M →∞, (2.19)
dove Λmax è il massimo autovalore di V .

La conoscenza di Λmax ci permette di determinare la densità di energia
libera per sito,

f := −kBT lim
M,N→∞

1
MN

lnZper = −kBT lim
N→∞

1
N

ln Λmax. (2.20)

Si può dimostrare che questo limite esiste ed è diverso da 0 [43].
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2.3.2 Fasi del modello
Introduciamo il parametro

∆ := a2 + b2 − c2

2ab , (2.21)

detto anisotropia. Nel contesto della corrispondenza tra catena XXZ e mo-
dello a sei vertici citata in precedenza, si trova che questo parametro coincide
con la quantità ∆ in (1.14).

Nel limite termodinamico, è possibile diagonalizzare la matrice di tra-
sferimento e determinare l’autovalore massimo. Al variare dell’anisotropia
si trovano tre diverse espressioni per f che individuano altrettante fasi del
modello [43].

• Fase ferroelettrica: ∆ > 1
In questo caso, si ha

Λmax = aN + bN . (2.22)
Corrispondentemente, l’energia libera è

fFE = min(ε1, ε3). (2.23)

Ricordando la definizione di ∆, possiamo individuare due possibilità
per ottenere ∆ > 1. La prima è a > b+ c; in questo caso, ε1 < ε3, ε5 e,
dunque, lo stato di minima energia è quello in cui o tutte le configura-
zioni di singolo vertice sono di tipo w1 o sono tutte di tipo w2. Quindi,
il sistema, a basse temperature, è ordinato ferroelettricamente. L’ener-
gia libera è ε1 ed è la stessa per ogni valore di ∆ tale che a > b+ c. Ciò
significa che, in questo regime, nel limite termodinamico, gli stati ecci-
tati contribuiscono in modo trascurabile alla funzione di partizione ed
il sistema è "congelato" nella configurazione di minima energia. L’altra
possibilità è b > a+ c. La situazione è la stessa, ma, stavolta, dato che
ε3 < ε1, ε5, gli stati di minima energia sono caratterizzati dalla presenza
esclusiva di configurazioni di tipo w3 o di tipo w4: abbiamo nuovamente
ordine ferroelettrico a basse temperature. L’energia libera è ε3 in tutto
il regime: pertanto, anche in questo caso, il sistema è "congelato" nello
stato di energia minima.

• Fase disordinata: −1 < ∆ < 1
Se scegliamo la parametrizzazione

a = sin(λ+ η), b = sin(λ− η), c = sin 2η, (2.24)
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l’energia libera è

fD = ε1 − kBT
∫ +∞

−∞

sinh [2(λ− η)x] sinh (2ηx)
2x sinh(πx) cosh [(π − 2η)x]dx, (2.25)

avendo posto 0 < η < π
2 e η < λ < π − η, in modo da avere i pesi

statistici positivi. Questo regime include l’eventualità a = b = c = 1;
pertanto, ci aspettiamo che il sistema si trovi in una fase disordinata.
Ciò è vero nel senso che le correlazioni decadono all’aumentare della
distanza. Più precisamente, la lunghezza di correlazione è infinita, per
ogni valore di ∆, e, dunque, siamo in presenza di funzioni di correlazione
che decadono con legge di potenza. In questo senso, l’intera fase −1 <
∆ < 1 è critica.

• Fase antiferroelettrica: ∆ < −1
Per mantenere i pesi statistici reali e positivi e ottenere ∆ < −1, cam-
biamo parametrizzazione, ponendo η = iγ + π

2 e λ = iv + π
2 (in modo

tale che −γ < v < γ) e dividendo tutto per −i. Così facendo, si ha

a = sinh(v + γ), b = sinh(γ − v), c = sinh 2γ. (2.26)

L’espressione dell’energia libera che si può ricavare è

fAF = ε1−kBT
[
(γ − v) +

∞∑
m=1

exp (−2mγ) sinh(2m (γ − v))
m cosh 2mγ

]
. (2.27)

Dal punto di vista dei pesi statistici, ∆ < −1 corrisponde a c > a + b
e, quindi, ε5 < ε1, ε3. Pertanto, lo stato di minima energia è quello in
cui le configurazioni di singolo vertice w5 e w6 si alternano sul reticolo,
in modo tale che la polarizzazione sia localmente nulla (abbiamo, più
precisamente, due stati di minima energia, ottenuti, l’uno dall’altro,
cambiando il verso a tutte le frecce sul reticolo). Abbiamo, allora,
ordine antiferroelettrico a bassa temperatura. A differenza della fase
ferroelettrica, in questo caso, l’espressione dell’energia libera mostra
che le fluttuazioni non sono trascurabili e che, pertanto, la fase non è
congelata in uno dei due stati di minima energia (se non per ∆→ −∞).

Il diagramma di fase del modello è riportato in figura 2.4. Le linee che
separano le tre fasi sono dette linee critiche. Si noti che si ha esattamente lo
stesso diagramma di fase, per gli stessi valori del parametro ∆, anche per la
catena XXZ in campo nullo, descritta dalla hamiltoniana (1.14).
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Figura 2.4: Diagramma di fase del modello sul piano (a
c
, b
c
). L’arco di cir-

conferenza tratteggiato corrisponde al valore ∆ = 0 (fermioni liberi). Per
T →∞, il sistema si trova nel punto (1, 1) del diagramma.

2.3.3 Linee critiche
Per un dato valore di temperatura, i pesi statistici a, b e c corrispondono ad un
punto sul diagramma in figura 2.4. In particolare, se T →∞, dall’espressione
(2.7), a = b = c = 1 e il sistema si trova nel punto (1, 1) del diagramma.
Partendo da uno stato generico, se aumentiamo la temperatura, il punto
che rappresenta il sistema percorrerà un cammino nel diagramma, fino a
raggiungere il punto (1, 1). Se partiamo da una delle fasi ordinate, il sistema
passerà certamente in quella disordinata: chiamiamo Tc la temperatura a
cui avviene questo passaggio. Dato che, nelle varie fasi, si ha una diversa
espressione dell’energia libera, la funzione f deve avere una singolarità per
T = Tc.

• Transizione di fase ferroelettrica: avviene se ε1 < ε3, ε5. In tal
caso, a basse temperature, il sistema si trova nella regione ∆ > 1 del
diagramma di fase. La temperatura critica è definita come quella in
corrispondenza della quale vale

a = b+ c. (2.28)

Se T > Tc, l’energia libera sarà della forma (2.25), mentre, se T < Tc,
f = ε1. Nel limite in cui T → T+

c , possiamo definire una temperatura
ridotta,

t = b+ c− a
a

. (2.29)
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Così facendo, si ottiene [43]

f =
ε1, T → T−c
ε1 − 1

2kBTct+O(t 3
2 ), T → T+

c .
(2.30)

Si ha dunque un’energia libera continua, ma una discontinuità di salto
nella sua derivata prima. Inoltre, il calore specifico (legato alla derivata
seconda di f) presenta una divergenza, alla temperatura critica, con
andamento t− 1

2 , per t → 0+. Siamo in presenza di una transizione di
fase del primo ordine.
Se le energie sono tali che ε3 < ε1, ε5, abbiamo lo stesso tipo di tran-
sizione di fase. L’unica differenza tra i due casi è lo scambio a ↔
b.

• Transizione di fase antiferroelettrica: si ha se il sistema si trova,
per temperature sufficientemente basse, nella regione del diagramma
∆ < −1. Siccome in questa fase ε5 < ε1, ε3, la temperatura critica sarà
quella per cui

c = a+ b. (2.31)
Se T < Tc, l’energia libera è data da (2.27), mentre, se T > Tc, si ha
ancora (2.25). Definendo la temperatura ridotta come

t = a+ b− c
c

, (2.32)

si trova che

fD(−t)− fAF (t) ∝ exp
(
− cost√
−t

)
, t→ 0−. (2.33)

Questa singolarità è molto debole: per t → 0, l’energia libera tende a
zero con tutte le sue derivate. Si parla in questo caso di transizione di
fase "di ordine infinito " (ovvero, di tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
[44, 45]).

2.4 Influenza delle condizioni al contorno
Una peculiarità del modello a sei vertici è la sua dipendenza dalle condizioni
al contorno, anche nel limite termodinamico. Infatti, esattamente come per la
tassellatura con i domino del diamante azteco, il vincolo sulle configurazioni
ammesse induce correlazioni a lungo raggio.
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a) b)

Figura 2.5: Alcune condizioni al contorno che restringono lo spazio delle
configurazioni ad un singolo stato. Per i reticoli 6×6 rappresentati, le funzioni
di partizione sono Za = w36

2 e Zb = w18
1 w

18
4 .

In figura 2.5, vediamo alcuni esempi elementari di condizioni al contorno
che permettono al sistema un solo stato. Considerando due reticoli N × N
con tali condizioni al contorno, si trova rispettivamente

Za = wN
2

2 , Zb = w
N2

2
1 w

N2
2

4 , (2.34)

da cui, corrispondentemente,

fa = ε2, fb = ε1 + ε4
2 , (2.35)

evidentemente differenti rispetto al caso di condizioni al contorno periodiche.

2.5 Separazione spaziale delle fasi
Il modello a sei vertici, con particolari condizioni al contorno, può presen-
tare separazione spaziale delle fasi; un primo e banale esempio può essere
osservato per il modello con le condizioni al contorno in figura 2.5 b).

Limitiamoci, per semplicità, al caso in cui −1 < ∆ < 1. Dal punto
di vista qualitativo, questo fenomeno è dovuto alle condizioni al contorno
imposte, che possono indurre, attraverso la ice rule, regioni macroscopiche
ordinate vicino ai bordi. Tale ordine entra in competizione con la tendenza
del sistema a disporsi in fase disordinata e si giunge così ad una separazione
delle fasi sul reticolo: nelle regioni vicine al bordo, il sistema è ordinato,
mentre, nelle regioni interne, il sistema è disordinato e critico.
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La separazione delle fasi emerge nel limite di scaling: questo limite è
ottenuto facendo tendere all’infinito il numero di siti in ogni direzione e a
zero il passo reticolare, mantenendo fissate le dimensioni del reticolo. In
questo limite le fasi sono nettamente separate. L’interfaccia tra le fasi è una
curva, detta "curva artica".

In presenza di condizioni al contorno a parete di dominio, si ha separa-
zione spaziale delle fasi. Un indizio di questo fatto è dato dal cambiamento
dell’espressione della densità di energia libera per sito, rispetto al caso perio-
dico (2.25); infatti, si trova, scegliendo la parametrizzazione (2.24) per i pesi
statistici [16, 14],

e−f(λ,η) = sin(λ− η) sin(λ+ η) α

sin [α(λ− η)] , (2.36)

dove α = π
π−2η .

La separazione spaziale delle fasi, osservata numericamente in [49]-[53],
è stata studiata analiticamente in [18]-[15]. In particolare, in [18], è stata
calcolata esplicitamente l’espressione della curva artica che separa le due
fasi, per ogni valore di ∆ nel regime |∆| < 1.

2.6 Modello a 6 vertici e tassellatura con i
domino

Il modello a 6 vertici può essere visto come una tassellatura con domino
interagenti. Ogni tassellatura, infatti, può essere realizzata in termini di
mattonelle decorate come indicato nella riga superiore della figura 2.6. Se
associamo alle mattonelle le configurazioni di vertice, come illustrato in figu-
ra, ad ogni tassellatura con i domino viene fatto corrispondere uno stato del
modello a sei vertici. Si trova che il diamante azteco di ordine N corrisponde
al modello a sei vertici su reticolo N ×N con condizioni al contorno a parete
di dominio (figura 2.6).

Mostriamo che il modello a sei vertici con DWBC e ∆ = 0 è equivalente
alla tassellatura con i domino del diamante azteco con distribuzione uniforme.
Alla configurazione di vertice di tipo 6, sono associate due caselle, mentre,
a tutte le altre configurazioni, una sola. Pertanto, se vogliamo studiare la
tassellatura aleatoria con distribuzione uniforme, il peso statistico w6 dovrà
avere valore doppio rispetto agli altri:

ω1 = · · · = ω5 = 1, ω6 = 2. (2.37)
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Figura 2.6: La corrispondenza tra le mattonelle decorate e le configurazioni
di vertice del modello a 6 vertici.

La funzione di partizione è

ZTD =
∑
S

6∏
j=1

ω
Ni(S)
i =

∑
S

2N6(S), (2.38)

dove N (S)
i è il numero di configurazioni di vertice di tipo i nello stato S.

Sfruttando i vincoli su Ni riportati nella sezione 2.2 e ponendo

c = √ω5ω6, (2.39)

si ottiene
ZTD = 2N

2 Z6VM(a = 1, b = 1, c =
√

2). (2.40)
Z6VM è la funzione di partizione di un modello a sei vertici con DWBC
caratterizzato dai pesi statistici indicati in parentesi. Il valore dell’anisotropia
associato a questa scelta di pesi statistici è ∆ = 0. Quindi la tassellatura
con i domino del diamante azteco con distribuzione uniforme è equivalente
ad un modello a sei vertici con DWBC nel regime di fermioni liberi.

Ricordiamo che, relativamente alla parametrizzazione (2.24), valutando i
pesi statistici per λ = π

2 e η = π
4 (corrispondente a ∆ = 0), si ottiene

a = b = 1√
2
, c = 1. (2.41)

Si trova così
ZTD = 2N+N2

2 Z6VM(λ = π

2 ,∆ = 0). (2.42)

Poiché si dimostra (si veda [63]) che Z6VM(λ = π
2 ,∆ = 0) = 1, si ha

ZTD = 2N+N2
2 , (2.43)
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che riproduce la (1.2), come atteso, dato che, per costruzione, ZTD è il numero
di possibili tassellature.

Considerare il modello a sei vertici per ∆ 6= 0 equivale ad introdurre un
peso statistico non banale per le mattonelle a cui sono associate le confi-
gurazioni di vertici di tipo 5 e 6, favorendo o sfavorendo l’allineamento dei
domino.



Capitolo 3

Integrabilità quantistica

3.1 Definizione di integrabilità quantistica
Una nozione fondamentale in meccanica classica è quella di integrabilità.
Definizione (Sistema integrabile classico). Un sistema classico, con spazio
della fasi 2n-dimensionaleM, è detto integrabile se esistono n quantità Fi,
i = 1, . . . , n, definite sullo spazio delle fasi, conservate, indipendenti ed in
involuzione:

{Fi, Fj} = 0, ∀i, j = 1, . . . , n, (3.1)
dove {·, ·} indica la parentesi di Poisson. Con quantità indipendenti si inten-
de quantità tali che l’insieme {(~p, ~q) ∈M|Fi(~p, ~q) = ci, ci ∈ R, i = 1, . . . , n}
individui una sottovarietà dello spazio delle fasi.

Se queste condizioni sono verificate, un noto teorema (dovuto a Liouville)
stabilisce l’integrabilità per quadrature delle equazioni di moto del sistema.
L’integrabilità, in questo caso, ha un significato ben preciso: le equazioni
differenziali che descrivono l’evoluzione temporale delle coordinate possono
essere risolte tramite l’introduzione delle variabili angolo-azione e l’evoluzione
nello spazio delle fasi avviene su sottovarietà toroidali [54].

L’estensione di questa definizione ad un sistema quantistico pone dei pro-
blemi. Per esempio, potremmo dire che un sistema quantistico è integrabile
se lo è il suo analogo classico. Questa definizione, tuttavia, non vale per quei
modelli che non presentano analogo classico: ne sono un esempio rilevante le
catene di spin.

Un’altra possibilità potrebbe essere di sostituire nella definizione classica
le grandezze definite sullo spazio delle fasi con osservabili operatoriali e le
parentesi di Poisson con i commutatori. Tuttavia, stabilire il significato di
indipendenza tra operatori mutuamente commutanti non è banale. A tale
proposito, esaminiamo due possibilità.
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1. Indipendenza lineare: dato uno spazio di Hilbert d dimensionale, esi-
stono al più d operatori linearmente indipendenti hermitiani definiti su
tale spazio (a meno di trasformazioni unitarie che preservino gli au-
tovalori). Allora, data la hamiltoniana H di un sistema, definita sul
suddetto spazio di Hilbert, posso considerare il set di operatori com-
posto dalle prime d potenze di H, che contiene operatori linearmente
indipendenti e mutuamente commutanti. Pertanto, questa scelta porta,
come spiacevole conclusione, l’integrabilità di ogni sistema quantistico.

2. Indipendenza algebrica: consideriamo un sistema quantistico con ha-
miltoniana H ed un operatore L tale che [H,L] = 0. Se la hamiltonia-
na presenta uno spettro non degenere, si può mostrare che esiste una
relazione algebrica che la collega a L [55]. Poiché operatori commu-
tanti non possono essere algebricamente indipendenti, non potremmo
considerare integrabile nessun sistema quantistico.

La difficoltà nel definire l’integrabilità quantistica è legata anche al concetto
di risolubilità esatta: nel caso classico, le quadrature riducono equazioni
differenziali ad equazioni algebriche. In meccanica quantistica, risolvere un
modello significa trovare lo spettro e gli autovettori della hamiltoniana, che,
già di per sé, è un problema algebrico.

Al fine di fornire una definizione di integrabilità quantistica, conside-
reremo modelli con potenziale non nullo soltanto in caso di "contatto" tra
le "particelle". Questi modelli sono risolubili esattamente tramite il Bethe
ansatz delle coordinate (si veda il seguito del capitolo).

Un’altra possibilità è quella di considerare le soluzioni dell’equazione di
Yang-Baxter, dalle quali, grazie alla loro particolare struttura algebrica, è
possibile costruire modelli quantistici esattamente risolubili, che forniscono
una definizione costruttiva di integrabilità quantistica (si veda il capitolo 4).

3.2 Modello di Lieb-Liniger e Bethe ansatz
delle coordinate

3.2.1 Funzione d’onda di Bethe
In questa sezione, consideriamo il cosiddetto modello di Lieb-Liniger, che de-
scrive bosoni con interazione di contatto, in uno spazio unidimensionale. Il
Bethe ansatz delle coordinate, tecnica utilizzata per la soluzione esatta del
modello, è alla base della trattazione dei sistemi quantistici integrabili [57].
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La hamiltoniana del modello di Lieb-Liniger per N particelle è, in oppor-
tune unità,

HLL = −
N∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ 2c
∑

1≤j<l≤N
δ(xj − xl), (3.2)

dove c, positivo per semplicità, è la costante d’accoppiamento [58].
Partiamo dal considerare il modello per N = 2,

H
(2)
LL = − ∂2

∂x2
1
− ∂2

∂x2
2

+ 2cδ(x1 − x2). (3.3)

Scriviamo il generico autostato, dividendo le configurazioni con x1 > x2 da
quelle con x2 > x1,

Ψ(x1, x2) = ψ(x1, x2)Θ(x2 − x1) + ψ(x2, x1)Θ(x1 − x2), (3.4)

dove Θ(x) è la funzione a scalino. La funzione (3.4) è completamente sim-
metrica rispetto allo scambio delle coordinate, come richiesto per un sistema
di bosoni. Assumendo ψ(x1, x2) una sovrapposizione di onde piane associate
a due particelle di impulso k1 e k2,

ψ(x1, x2) = A12e
i(k1x1+k2x2) + A21e

i(k2x1+k1x2), (3.5)

e ricordando che ∂
∂x

Θ(x) = δ(x), si ha

H
(2)
LLΨ(x1, x2) = (k2

1 + k2
2)Ψ(x1, x2) + 2δ(x1 − x2)×

× [c(A12 + A21) + i(A12 − A21)(k1 − k2)] ei(k1+k2)x1 . (3.6)

L’equazione agli autovalori,

H
(2)
LLψ(x1, x2) = E(2)ψ(x1, x2), (3.7)

è soddisfatta se
A12

A21
= (k1 − k2) + ic

(k1 − k2)− ic . (3.8)

In tal caso, si ottiene, per lo stato descritto da Ψ(x1, x2), un’energia pari a

E(2) = k2
1 + k2

2. (3.9)

Il membro di destra di (3.8) ha modulo pari a 1 e può essere riscritto come

A12

A21
= −eiθ(k1−k2), (3.10)
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con
θ(k) := −i ln

(
k + ic

k − ic

)
− iπ. (3.11)

Questa quantità viene detta fase di scattering e giocherà un ruolo fondamen-
tale in tutta la trattazione successiva.

Consideriamo adesso il caso di N particelle: la hamiltoniana è (3.2).
Assumiamo che le coordinate abbiano l’ordinamento fissato x1 < · · · < xN e,
in modo analogo a (3.5), scriviamo l’autofunzione come

ψ(~x) =
∑
P∈SN

AP e
i
∑N

j=1 kP (j)xj , (3.12)

dove P è una permutazione di N elementi. La funzione d’onda (3.12) è detta
funzione d’onda di Bethe e dipende da un set di impulsi k1, . . . , kN i cui
possibili valori sono determinati dalle condizioni al contorno.

Osserviamo che tutte le permutazioni P possono essere generate scam-
biando due indici alla volta. Pertanto, possiamo individuare i coefficienti
della combinazione (3.12) esattamente come visto nel caso a due particelle:
prese due permutazioni, P e P ′, che differiscono per il solo scambio di due
elementi, k e k′, si ha

AP
AP ′

= −eiθ(k−k′). (3.13)

Ciò è equivalente a porre, ∀P ∈ SN ,

AP = ΩN(−1)[P ] ∏
1≤j<l≤N

(
kP (j) − kP (l) + ic

)
, (3.14)

dove [P ] è la parità della permutazione P e ΩN è un’opportuna normalizza-
zione. Gli autovalori dell’energia possono essere ricavati da (3.12),

E(N) =
N∑
j=1

k2
j . (3.15)

Gli autostati ottenuti possono essere visti come stati adN particelle, ciascuna
caratterizzata da un impulso kj e un’energia k2

j . Si osservi inoltre che, in
virtù di (3.14), (3.12) si annulla se due impulsi coincidono: questo realizza
un principio di esclusione per i bosoni con interazione di contatto in una
dimensione spaziale.

3.2.2 Bethe ansatz e matrice S
Consideriamo due particelle su una retta, in uno stato descritto dalla fun-
zione d’onda (3.4). Immaginiamo le due particelle come pacchetti d’onda
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Figura 3.1: A sinistra, la configurazione dei pacchetti d’onda prima
dell’interazione, mentre, a destra, quella dopo l’interazione.

localizzati in x1 e x2, caratterizzati da una distribuzione di impulsi con mas-
simo, rispettivamente, in k1 e k2. Scegliamo le coordinate e gli impulsi in
modo tale che x1 < x2 e k1 > k2. Supponiamo che, per t→ −∞ e t→ +∞,
i due pacchetti d’onda siano non interagenti e che, in un istante di tempo
intermedio, siano stati coinvolti in un processo di scattering (figura 3.1). La
matrice S è definita come

S = ampiezza dell’onda uscente
ampiezza dell’onda entrante (3.16)

e dipende dagli impulsi delle particelle interagenti. Sfruttando (3.5), si ha

S(k1, k2) = (k1 − k2)− ic
(k1 − k2) + ic

= −e−iθ(k1−k2). (3.17)

Quindi la funzione θ(k) è effettivamente una fase di scattering.
Consideriamo adesso il sistema con N particelle e funzione d’onda data

da (3.12) e (3.14). Scegliamo un ordinamento delle coordinate, ad esempio,
x1 < x2 < · · · < xN , e un ordinamento dei impulsi, k1 > k2, . . . , > kN .
Supponiamo nuovamente che, per t → −∞ e t → +∞ le particelle siano
non interagenti, ma, che, in un istante di tempo intermedio, sia avvenuto un
processo di scattering. Se il risultato finale di questo processo è lo scambio
{k1, k2, . . . , kN} → {kN , kN−1, . . . , k1}, dalla definizione (3.16), si ha

S(k1, k2, . . . , kN) =
∏

1≤j<l≤N
S(kj, kl). (3.18)

La fattorizzazione della matrice S è una proprietà di tutti i modelli esatta-
mente risolubili tramite il Bethe ansazt delle coordinate.
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3.2.3 Equazioni di Bethe
Consideriamo il modello su un intervallo di lunghezza L e imponiamo le
condizioni al contorno periodiche, ovvero,
ψ(x1, . . . , xj + L, . . . , xN) = ψ(x1, . . . , xj, . . . , xN), j = 1, . . . , N. (3.19)

Fissato un certo ordinamento delle coordinate, consideriamo la prima par-
ticella e spostiamola in modo che diventi l’ultima: ciò può essere realizzato
scambiandola con ciascuna delleN−1 particelle successive. La funzione d’on-
da acquisterà una fase pari alla somma di tutte le fasi di scattering relative
alle interazioni intermedie a due corpi e una fase aggiuntiva data dall’ impul-
so della particella per L. Per questo motivo imporre condizioni al contorno
periodiche significa scrivere

1 = eikjL
N∏
l=1
l 6=j

(
−e−iθ(kj−kl)

)
, j = 1, . . . , N. (3.20)

Sfruttando (3.17), si giunge a

eikjL =
N∏
l=1
l 6=j

(
kj − kl + ic

kj − kl − ic

)
, j = 1, . . . , N. (3.21)

Considerandone il logaritmo, si hanno le equazioni di Bethe,

kjL = 2πIj +
N∑
l=1

θ(kj − kl), j = 1, . . . , N, (3.22)

dove {Ij}Nj=1 è un set di numeri interi (se N è dispari) o semiinteri (se N
è pari), detti numeri di Bethe, che individuano lo stato del sistema. Si
può dimostrare che, fissati i numeri di Bethe {Ij}Nj=1, esiste un unico set di
soluzioni {kj}Nj=1 delle (3.22) e, dunque, i numeri di Bethe individuano in
modo univoco un autostato del sistema. Inoltre, si trova che, se Ij = Il,
allora kj = kl, ovvero solo i set di numeri di Bethe distinti corrispondono a
soluzioni fisiche [59].

3.3 Catena di Heisenberg XXZ
e Bethe ansatz

Consideriamo la catena XXZ di spin 1
2 con N siti in campo nullo, definita

dalla hamiltoniana

HXXZ = −
N∑
n=1

[
S(x)
n S

(x)
n+1 + S(y)

n S
(y)
n+1 + ∆S(z)

n S
(z)
n+1

]
, (3.23)
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dove ∆ è l’anisotropia. Imponiamo condizioni al contorno periodiche, ovvero
S(α)
n = S

(α)
N+n, n = 1, . . . , N , α = x, y, z. Per futura convenienza, esprimiamo

l’anisotropia in termini di un ulteriore parametro η, ∆ = cos 2η.
Per costruire la funzione d’onda di Bethe, osserviamo che, definendo la

componente z della magnetizzazione come

S(z) :=
N∑
n=1

S(z)
n , (3.24)

questa risulta conservata, in quanto
[
HXXZ , S

(z)
]

= 0. Pertanto, possiamo
cercare gli autostati della hamiltoniana a fissata magnetizzazione lungo l’asse
z.

Consideriamo |0〉 := ⊗N
m=1 | ↑〉m, dove σ(z)

m | ↑〉m = | ↑〉m, autostato di
HXXZ e S(z) con autovalori

S(z)|0〉 = N

2 |0〉 HXXZ |0〉 = −∆N |0〉. (3.25)

Considerando gli operatori di abbassamento e innalzamento di spin introdot-
ti nella sezione 1.3, lo stato |0〉 è tale che σ(+)

n |0〉 = 0, n = 1, . . . , N . Agendo
con σ(−)

n , invece, possiamo ottenere tutti gli autostati di Sz: l’autostato ca-
ratterizzato dalla presenza di R spin invertiti (nelle posizioni m1, . . . ,mR)
rispetto allo stato |0〉, può essere scritto come

|m1, . . . ,mR〉 :=
R∏
j=1

σ(−)
mj
|0〉. (3.26)

Un generico stato del sistema con magnetizzazione fissata potrà essere
espresso come combinazione lineare degli stati (3.26),

|ΨR〉 =
∑
{mj}

f(m1,m2, . . . ,mR)|m1,m2, . . . ,mR〉, (3.27)

dove stiamo supponendo m1 < m2 < · · · < mR. Vogliamo vedere che strut-
tura assume la funzione f(m1,m2, . . . ,mR), se richiediamo che il vettore de-
finito in (3.27) sia autostato di HXXZ . Scriviamo il Bethe ansatz per questa
ampiezza nella forma

f(m1,m2, . . . ,mR) :=
∑
P∈SR

A(P )ei
∑N

j=1 mjkPj =

=
∑
P∈SR

(−1)[P ]e
i
∑N

j=1 mjkPj−
i
2
∑

1≤j<l≤R θ(kPl,kPj), (3.28)
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dove [P ] è la parità della permutazione P e θ(k, k′) è la fase di scattering di
questo modello (a priori diversa da (3.11)). Così facendo, abbiamo introdotto
la dipendenza da un set di impulsi che possiamo associare a R eccitazioni
lungo la catena. Imponendo

HXXZ |ΨR〉 = EΨR |ΨR〉 (3.29)

e introducendo la parametrizzazione in termini delle rapidità {λj}Rj=1,

kj = −i ln
(

cos(λj − η)
cos(λj + η)

)
, j = 1, . . . , R (3.30)

l’ampiezza f(m1,m2, . . . ,mR) ha ancora un’espressione analoga a (3.28), con
gli impulsi dati da (3.30) e la fase di scattering che può essere esplicitamente
scritta come

θ(λi − λj) = −i ln
(

sin(λi − λj + 2η)
sin(λj − λi + 2η)

)
. (3.31)

L’autovalore della hamiltoniana associata a questa soluzione è

EΨR = −
R∑
j=1

ε(λj)−N∆, (3.32)

dove la relazione di dispersione è data da

ε(λ) = sin2 2η
2 cos(λ+ η) cos(λ− η) . (3.33)

Come visto nella sezione precedente, imporre le condizioni al contorno
periodiche significa

eikj(λj)N = (−1)N−1 exp

i
R∑
k=1
k 6=j

θ(λj − λk)

 , j = 1, . . . , R. (3.34)

Prendendone il logaritmo, si ottengono le equazioni di Bethe,

kj(λj)N = 2πIj +
R∑
l=1

θ(λj − λl), j = 1, . . . , R, (3.35)

dove Ij sono i numeri di Bethe (interi, se N è dispari, e semiinteri, se N
è pari) che identificano lo stato del sistema. Sostituendo (3.30) e (3.31) in
(3.34), si ha un’altra forma delle equazioni di Bethe,(

cos(λj − η)
cos(λj + η)

)N
=

R∏
k=1
k 6=j

sin(λk − λj + 2η)
sin(λk − λj − 2η) , j = 1, . . . , R. (3.36)
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Grazie al Bethe ansatz delle coordinate abbiamo risolto esattamente i mo-
delli considerati, trovando gli autovettori e gli autovalori della hamiltoniana.
Nel prossimo capitolo descriveremo il metodo dello scattering inverso quan-
tistico, che ci permetterà di fornire una definizione alternativa, più estesa e
costruttiva, di integrabilità quantistica.



Capitolo 4

Metodo dello scattering inverso
quantistico e Bethe ansatz
algebrico

4.1 Nozioni di base
Introduciamo due spazi di Hilbert H e V detti, rispettivamente, spazio quan-
tistico e spazio ausiliare. Definiamo un set di M operatori

L(m;λ) : V ⊗H −→ V ⊗H, m = 1, . . . ,M, λ ∈ C, (4.1)

che chiamiamo operatori di Lax.
Un operatore definito su V ⊗ H avrà indici relativi ai due spazi: rap-

presentiamo con lettere latine quelli relativi a V e con lettere greche quelli
relativi a H.

Definizione (Matrice di monodromia). Dato un set di M operatori di Lax
definiti su V ⊗H, definiamo matrice di monodromia l’operatore

T (λ) : V ⊗H −→ V ⊗H (4.2)

tale che
T (λ) := L(M ;λ)L(M − 1;λ) . . . L(1;λ), (4.3)

dove il prodotto è svolto nello spazio V .

Definizione (Matrice di trasferimento). Si definiscematrice di trasferimento
l’operatore τ(λ) : H −→ H tale che

τ(λ) = TrV T (λ), (4.4)

dove la traccia è eseguita nello spazio V .
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Teorema. Se

1. ∀p, q, r, s = 1, . . . , dimV,

[Lpq(j;λ), Lrs(k;µ)] = 0, ∀j 6= k, j, k = 1 . . .M, (4.5)

2. esiste un operatore R̃ : V ⊗ V −→ V ⊗ V tale che

R̃(λ, µ) (L(l;λ)⊗ L(l;µ)) = (L(l;µ)⊗ L(l;λ)) R̃(λ, µ), ∀l = 1, . . . ,M,
(4.6)

allora

R̃(λ, µ) (T (λ)⊗ T (µ)) = (T (µ)⊗ T (λ)) R̃(λ, µ), ∀λ, µ ∈ C. (4.7)

Dimostrazione. Consideriamo il membro sinistro di (4.7) (che indichiamo con
L) ed usiamo la definizione (4.3),

L = R̃(λ, µ) (L(M ;λ) . . . L(l;λ) . . . L(1;λ))⊗(L(M ;µ) . . . L(l;µ) . . . L(1;µ)) .
(4.8)

Dati quattro operatori A, B, C e D, di cui B e C commutanti, vale

(A⊗B) (C ⊗D) = (AC)⊗ (BD) . (4.9)

Da ciò, posso riscrivere (4.8) come

L = R̃(λ, µ) (L(M ;λ)⊗ L(M ;µ)) . . . (L(l;λ)⊗ L(l;µ)) . . . (L(1;λ)⊗ L(1;µ)) .
(4.10)

Usando (4.5) e (4.6), spostiamo R̃ attraverso la stringa di operatori L, otte-
nendo

L = (L(M ;µ)⊗ L(M ;λ)) . . . (L(l;µ)⊗ L(l;λ)) . . . (L(1;µ)⊗ L(1;λ)) R̃(λ, µ).
(4.11)

Da questa possiamo concludere la dimostrazione, sfruttando nuovamente
(4.9) e la definizione 4.3.

L’ipotesi (4.5) è anche detta ultralocalità; in virtù di questa, possiamo
definire, per ogni j = 1, . . .M , un sottospazio quantistico locale Hj ⊂ H,
H = ⊗M

j=1Hj, tale che L(j;λ) agisca in modo non banale solo in Hj.
Per futura convenienza, riportiamo (4.7) in componenti:(
R̃(λ, µ)

)i1,i2
k1,k2

(
Tα1,α2
i2,i3 (λ)Tα2,α3

k2,k3 (µ)
)

=
(
Tα1,α2
i1,i2 (µ)Tα2,α3

k1,k2 (λ)
) (
R̃(λ, µ)

)i2,i3
k2,k3

.

(4.12)
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Si noti che è usata la convenzione di Einstein secondo cui si sottintende la
somma sugli indici ripetuti.

Introduciamo l’operatore di permutazione

Π : V ⊗ V −→ V ⊗ V , (4.13)

le cui componenti sono definite da

(Π)j1,j2i1,i2
= δi1,j2δi2,j1 , (4.14)

e definiamo la matrice R come

R(λ, µ) := ΠR̃(λ, µ). (4.15)

Poiché Π2 = IV⊗V , l’equazione (4.12) diventa

(R(λ, µ))i1,i2k1,k2

(
Tα1,α2
i2,i3 (λ)Tα2,α3

k2,k3 (µ)
)

=
(
Tα1,α2
k1,k2 (µ)Tα2,α3

i1,i2 (λ)
)

(R(λ, µ))i2,i3k2,k3
.

(4.16)

Teorema. Per ogni coppia di parametri spettrali λ, µ ∈ C, se l’equazione
(4.7) è soddisfatta, si ha

τ(λ)τ(µ) = τ(µ)τ(λ) (4.17)

Dimostrazione. Possiamo riscrivere (4.7) come

R̃(λ, µ) (T (λ)⊗ T (µ))
(
R̃(λ, µ)

)−1
= (T (µ)⊗ T (λ)) . (4.18)

Prendendo, da ambo i lati, la traccia in V ⊗ V e ricordando che, dati A :
V −→ V e B : V −→ V , vale

TrV⊗V(A⊗B) = (TrV A) (TrV B) , (4.19)

si arriva a

(TrV T (λ)) (TrV T (µ)) = (TrV T (µ)) (TrV T (λ)) , (4.20)

che è la tesi.

Introduciamo un’utile notazione: dato uno spazio prodotto tensoriale di
n spazi vettoriali identici, V ⊗ · · · ⊗ V , e un operatore A, definito su questo
spazio, tale che A = a⊗ I⊗· · ·⊗I, indichiamo l’operatore in questione come
(1)
A . Nel caso in cui A operasse in modo non banale solo sul j-imo e sul k-imo
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spazio di V ⊗ · · · ⊗ V , lo indicheremmo con
(jk)
A . Ad esempio, l’equazione

(4.16), con le nuove notazioni, è
(12)
R

(1)
T

(2)
T =

(2)
T

(1)
T

(12)
R , (4.21)

in cui si omettono i parametri spettrali dato che, nelle equazioni in cui compa-
re R invece di R̃, c’è una corrispondenza biunivoca tra il parametro spettrale
e il sottospazio vettoriale su cui l’operatore agisce in modo non banale.

Vogliamo adesso introdurre la cosiddetta equazione di Yang-Baxter. Os-

serviamo che, utilizzando la (4.21), la quantità
(1)
T

(2)
T

(3)
T può essere scritta in due

modi diversi. Commutando le matrici di monodromia nell’ordine (1 ↔ 2),
(1↔ 3) e (2↔ 3), otteniamo

(1)
T

(2)
T

(3)
T =

(
(12)
R

)−1 ((13)
R

)−1 ((23)
R

)−1 (3)
T

(2)
T

(1)
T

(23)
R

(13)
R

(12)
R . (4.22)

Commutandole, d’altra parte, nell’ordine inverso, si ha

(1)
T

(2)
T

(3)
T =

(
(23)
R

)−1 ((13)
R

)−1 ((12)
R

)−1 (3)
T

(2)
T

(1)
T

(12)
R

(13)
R

(23)
R . (4.23)

L’equazione
(12)
R

(13)
R

(23)
R =

(23)
R

(13)
R

(12)
R (4.24)

è condizione sufficiente affinché (4.22) sia uguale a (4.23). La relazione
(4.24) è detta equazione di Yang-Baxter e, come vedremo in seguito, gio-
cherà un ruolo fondamentale nella costruzioni di modelli quantistici esatta-
mente risolubili. Osserviamo che, se R(λ, µ) è soluzione di (4.24), lo è anche
R′(λ, µ) := χ(λ, µ)R(λ, µ), dove χ(λ, µ) è una generica funzione a valori in
C.

Il quadro introdotto ci permette di dare una definizione di modelli quan-
tistici integrabili. Osserviamo infatti che:

1. dato un sistema quantistico unidimensionale su una catena con M siti,
siano H : H −→ H la sua hamiltoniana e H lo spazio di Hilbert degli
stati. Associamo ad ogni sito un operatore di Lax L(m;λ) : V ⊗H −→
V ⊗ H, m = 1, . . . ,M, tale che, costruite secondo le definizioni (4.3)
e (4.4) la matrice di monodromia e la matrice di trasferimento, valga,
per qualche set di coefficienti complessi cka e di parametri spettrali νa,

H =
∑
k

∑
a

cka
dk

dλk
ln τ(λ)

∣∣∣∣∣
λ=νa

. (4.25)
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Figura 4.1: Rappresentazione grafica dell’equazione di Yang-Baxter: ogni
direzione ha associato un parametro spettrale, ogni nodo coincide con una
delle matrici R coinvolte in (4.27) e ogni segmento compreso tra due nodi è
caratterizzato da uno degli indici di matrice.

Se esiste una matrice R : V⊗V −→ V⊗V che soddisfi, insieme alla ma-
trice di monodromia, l’equazione (4.21), allora vale (4.17). L’equazione
(4.25) implica

[H, τ(µ)] = 0, ∀µ ∈ C. (4.26)
Sviluppando τ(µ) in serie di potenze di µ, si ha che tutti i coefficienti
dello sviluppo commutano tra loro e con H; abbiamo così ottenuto un
set di quantità conservate mutuamente commutanti.

2. Torniamo all’equazione di Yang-Baxter e scriviamola in componenti,

R(λ, µ)i1,i2k1,k2R
j1,j2
i2,i3 (λ, ν)Rj2,j3

k2,k3(µ, ν) = Rj1,j2
k1,k2(µ, ν)Rj2,j3

i1,i2 (λ, ν)R(λ, µ)i2,i3k2,k3 .
(4.27)

Possiamo interpretare graficamente questa relazione secondo la figura
4.1. Se associamo, ad ogni matrice R, una matrice di scattering a due
corpi e, a ciascun parametro spettrale, la rapidità di una particella,
l’equazione di Yang-Baxter stabilisce che lo stato finale ottenuto in un
processo di interazione è indipendente dall’ordine degli urti; questa pro-
prietà era già stata osservata nei modelli risolti nel capitolo precedente
tramite il Bethe ansatz delle coordinate.

Queste due osservazioni ci portano a considerare un modello corrispon-
dente ad una soluzione dell’equazione di Yang-Baxter come definizione di
modello integrabile quantistico. In generale, può essere molto complicato
costruire gli operatori di Lax associati ad un sistema di hamiltoniana no-
ta. Pertanto, spesso si procede in modo inverso, costruendo, a partire da
una soluzione dell’equazione di Yang-Baxter, la hamiltoniana di un modello
quantistico (si veda la sezione successiva).
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4.2 Modelli fondamentali di spin
Consideriamo una matrice R tale che esista una funzione a valori complessi
φ(λ, ν) che realizzi l’identità

φ(λ, ν)R(λ, ν)
∣∣∣∣∣
λ=ν

= Π. (4.28)

Se vogliamo costruire un set di operatori di Lax, una possibile scelta è
quella di dare loro la stessa struttura della matrice R; infatti è evidente
l’analogia tra (4.6) e l’equazione di Yang-Baxter. In particolare, scegliendo

(L(m;λ))αm,βmi,j := φ(λ, ν) (R(λ, ν))αm,βmi,j , (4.29)

l’equazione (4.6) è verificata per ogni m = 1, . . . ,M . Un operatore L così
definito si dice operatore fondamentale di Lax. Chiaramente, vale

L(λ)
∣∣∣∣∣
λ=ν

= Π. (4.30)

Questa identificazione porta alla necessità di scegliere Hm isomorfo a V , per
ogni m = 1, . . . ,M .

Introduciamo una catena con M siti con condizioni al contorno periodi-
che e associamo, ad ogni sito, un operatore L(m;λ) definito da (4.29) e il
corrispondente spazio Hm. Indichiamo lo spazio quantistico relativo a tutta
la catena con

H =
M⊗
m=1
Hm. (4.31)

L’operatore definito in (4.29) soddisfa le equazioni (4.5) e (4.6): dunque,
se definiamo la matrice di monodromia,

T
{α}{β}
i,j (λ) = LαMβMi,k1 (M ;λ)LαM−1βM−1

k1,k2 (M − 1;λ) . . . Lα1β1
kM−1,j

(1;λ), (4.32)

e la matrice di trasferimento,

τ {α}{β}(λ) = T
{α}{β}
i,i (λ), (4.33)

vale l’equazione (4.17). Questo ci dà la possibilità di costruire un set di
operatori mutuamente commutanti. Si noti che abbiamo indicato la sequenza
di indici α1, . . . , αn con l’apice {α}.
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Identità di traccia
Per identità di traccia si intendono le relazioni che legano la matrice di tra-
sferimento alle quantità mutuamente commutanti che possiamo interpretare
come grandezze conservate. Per ottenerle, si osserva preliminarmente che

T (λ)
∣∣∣∣∣
λ=ν

=
(0,M)

Π
(0,M−1)

Π . . .
(0,2)
Π

(0,1)
Π . (4.34)

Esprimendo in componenti e calcolandone la traccia, si arriva a

τ(λ){α}{β}
∣∣∣∣∣
λ=ν

= δαMβM−1δαM−1βM−2 . . . δα2β1δα1βM , (4.35)

Generalmente, è più comodo esprimere le identità di traccia tramite il
logaritmo della matrice di trasferimento e le sue derivate. Poiché

d
dλ ln τ(λ)

∣∣∣∣∣
λ=ν

= τ−1(ν)τ(ν), (4.36)

invertendo τ(λ), si ottiene

(
d
dλ ln τ(λ)

){α}{β} ∣∣∣∣∣
λ=ν

=

=
M∑
m=1

δαMβM . . . δαm+1βm+1 (L′(m; ν))αm−1βm
αmβm−1

δαm−2βm−2 . . . δα1β1 , (4.37)

dove, per le condizioni al contorno periodiche, si ha α1 = αM+1 e α0 = αM .
Definiamo

hαm−1αm|βm−1βm = (L′(m; ν))αm−1βm
αmβm−1

(4.38)
e Hm−1,m : H → H, le cui componenti sono

H
{α}{β}
m−1,m = δα1β1 . . . δαm+1βm+1hαm−1αm|βm−1βmδαm−2βm−2 . . . δα1β1 . (4.39)

Possiamo scrivere

H := d
dλ ln τ(λ)

∣∣∣∣∣
λ=ν

=
M∑
m=1

Hm−1,m. (4.40)

Interpretiamo H come hamiltoniana del sistema che stiamo costruendo: dato
che Hm−1,m agisce in modo non banale solo sugli spazi Hm−1 e Hm, H de-
scriverà l’interazione tra siti reticolari adiacenti (cioè un’interazione a primi
vicini).
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Sviluppando ln τ(λ) in serie di Taylor intorno al punto λ = ν, si ha

ln τ(λ) =
∞∑
n=0

(λ− ν)nIn, (4.41)

dove gli operatori In sono definiti da

In = 1
n!

[
dn

dλn ln τ(λ)
] ∣∣∣∣∣

λ=ν
. (4.42)

Data la commutatività delle matrici di trasferimento, abbiamo

[In, Im] = 0, ∀n,m ≥ 1 (4.43)

e, in particolare,
[In, H] = 0, ∀n 6= 1. (4.44)

Poiché H è la hamiltoniana del sistema, tutte le grandezze descritte dagli
In sono conservate. In linea di principio, avremmo potuto scegliere In con
n 6= 1 come hamiltoniana, ottenendo un modello differente.

Dal punto di vista fisico, possiamo immaginare che su ciascun sito si trovi
uno spin. Per questa ragione, chiamiamo i modelli così costruiti modelli fon-
damentali di spin; in particolare, se consideriamo H1 = · · · = HM = V = C

2,
i modelli che otteniamo descrivono l’interazione tra spin 1

2 posti sui siti della
catena.

Alcune soluzioni dell’equazione di Yang-Baxter
Introduciamo una rappresentazione per operatori definiti sul prodotto ten-
soriale di due spazi bidimensionali (ad esempio, C2 ⊗ C2). Supponiamo che
gli indici relativi a questi spazi possano assumere (per futura convenienza)
valore 0 o 1. Rappresentiamo un operatore A, definito sul suddetto spazio,
come

A =


A00

00 A00
01 A01

00 A01
01

A00
10 A00

11 A01
10 A01

11
A10

00 A10
01 A11

00 A11
01

A10
10 A10

11 A11
10 A11

11

 . (4.45)

Consideriamo adesso un operatore R : C2 ⊗ C2 −→ C
2 ⊗ C2 della forma

R(λ, ν) =


a(λ, ν) 0 0 0

0 b(λ, ν) c(λ, ν) 0
0 c(λ, ν) b(λ, ν) 0
0 0 0 a(λ, ν)

 (4.46)



47

e supponiamo che soddisfi l’equazione (4.24). Indichiamo le componenti di
(12)
R senza apici, quelle di

(13)
R con un apice e quelle di

(23)
R con 2 apici, ovvero

associamo, ad un diverso numero di apici, la dipendenza da una diversa
coppia di parametri spettrali.

Dato il carattere tensoriale della (4.24), in linea di principio, avremmo a
che fare con 64 equazioni scalari. In virtù della struttura in (4.46), si vede
che, delle 64 equazioni, solo 20 sono non banali. Queste 20 si riducono ulte-
riormente,in virtù della simmetria delle componenti sotto l’inversione degli
indici, a 10, delle quali solo le seguenti tre sono indipendenti,

ac′a′′ = bc′b′′ + ca′c′′,

ab′c′′ = ba′c′′ + cc′b′′,

cb′a′′ = ca′b′′ + bc′c′′.

(4.47)

Manipolando le equazioni (4.47), si trova

a2 + b2 − c2

ab
= a′2 + b′2 − c′2

a′b′
= a′′2 + b′′2 − c′′2

a′′b′′
. (4.48)

Poiché questa condizione vale per ogni scelta dei parametri spettrali, il rap-
porto a2+b2−c2

ab
deve essere una costante: chiamiamo la sua metà

∆ := a2 + b2 − c2

2ab . (4.49)

Possiamo concludere che una matrice R della forma (4.46), le cui componenti
soddisfino (4.49), è soluzione dell’equazione di Yang-Baxter.

Consideriamo le seguenti componenti,

a(λ, ν) = λ− ν + η

λ− ν − η
, b(λ, ν) = 1, c(λ, ν) = 2η

λ− ν − η
. (4.50)

dove λ e ν sono i parametri spettrali, mentre η è una costante complessa. Si
verifica che queste soddisfano (4.49), individuando la cosiddetta matrice R
razionale.

Tramite semplici relazioni trigonometriche, si verifica che anche la seguen-
te scelta individua una soluzione dell’equazione di Yang-Baxter,

a(λ, ν) = sin(λ− ν + η)
sin(λ− ν − η) , b(λ, ν) = 1, c(λ, ν) = sin(2η)

sin(λ− ν − η) . (4.51)

Tale soluzione prende il nome di matrice R trigonometrica.
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Osserviamo che la soluzione razionale può essere ottenuta da quella trigo-
nometrica, ridefinendo i parametri nella (4.51) in modo che λ→ ελ, ν → εν
e η → εη e valutando il limite per ε tendente a 0.

Questi sono solo due possibili esempi di soluzioni dell’equazione di Yang-
Baxter: ne sono note altre sia per V = C

2 che per una diversa scelta di
V .

Catena di Heisenberg XXZ
Consideriamo la matrice R trigonometrica e mostriamo che il modello fon-
damentale di spin corrispondente è la catena di Heisenberg XXZ di spin 1

2 .

L’espressione esplicita, ottenuta da (4.46) e (4.51) con una ridefinizione
λ→ λ+ η, è

Rtrig(λ, ν) :=


sin(λ−ν+2η)

sin(λ−ν) 0 0 0
0 1 sin(2η)

sin(λ−ν) 0
0 sin(2η)

sin(λ−ν) 1 0
0 0 0 sin(λ−ν+2η)

sin(λ−ν)

 . (4.52)

Vogliamo, per prima cosa, costruire l’operatore fondamentale di Lax associato
a Rtrig: rispetto a (4.29), scegliamo φ(λ, ν) = − sin(λ − ν) e fissiamo il
parametro spettrale ν = π

2 + η. La matrice così ottenuta può essere espressa
a blocchi come

L(m;λ) =
(

cos(λ+ ησ(z)
m ) σ(−)

m sin 2η
σ(+)
m sin 2η cos(λ− ησ(z)

m )

)
. (4.53)

Questa matrice verifica

L
(
m;λ = π

2 + η
)

= (sin 2η) Π (4.54)

e, pertanto, soddisfa le proprietà richieste ad un operatore fondamentale di
Lax.

Se costruiamo la matrice di trasferimento τtrig(λ), con riferimento alle
equazioni (4.37)-(4.40), possiamo verificare che

HXXZ := 2 sin 2η d
dλτtrig(λ)

∣∣∣∣∣
λ=π

2 +η
−M cos 2η =

M∑
m=1

(
σ

(x)
m−1σ

(x)
m + σ

(y)
m−1σ

(y)
m + ∆σ(z)

m−1σ
(z)
m

)
,

(4.55)
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che è la hamiltoniana della catena XXZ. Si verifica che l’anisotropia può
essere scritta come

∆ = cos 2η. (4.56)

Ponendo ∆ = 1 in (4.55), si ottiene la hamiltoniana della catena XXX di spin
1
2 , che può essere costruita operando come sopra, a partire dalla matrice R

razionale. Si noti che Rtrig

∣∣∣∣∣
η=0

= Π, che è soluzione banale dell’equazione di

Yang-Baxter; per ottenere la matrice R della catena XXX è necessario invece
effettuare il limite discusso in precedenza su Rtrig, ottenendo la soluzione
razionale.

4.3 Modelli fondamentali a vertici
Abbiamo visto che da ogni soluzione dell’equazione di Yang-Baxter possia-
mo costruire un modello di meccanica quantistica su reticolo unidimensiona-
le. Vedremo che ad ogni soluzione di (4.24) corrisponde anche un modello
di meccanica statistica classica su reticolo bidimensionale, che chiameremo
modello fondamentale a vertici. Vedremo che, data una matrice R, c’è una
dualità tra il modello fondamentale di spin e il modello fondamentale a ver-
tici corrispondente. Tale dualità consiste nella possibilità di scrivere la fun-
zione di partizione del modello bidimensionale in termini della matrice di
monodromia della catena di spin.

Consideriamo un reticolo bidimensionale con M linee verticali e L linee
orizzontali. Le linee verticali sono identificate da indici greci (crescenti da
destra a sinistra) e da un parametro spettrale complesso λα, α = 1, . . . ,M ,
mentre quelle orizzontali da indici latini (crescenti dall’alto verso il basso) e
da νk, k = 1, . . . , L.

Supponiamo di conoscere una soluzione dell’equazione di Yang-Baxter
R(λ, ν) : V ⊗ V −→ V ⊗ V e costruiamo una matrice di peso statistico di
componenti

(Lαk(λα, νk))
aαka

′
αk

bαkb
′
α,k

= φ(λα, νk) (R(λα, νk))
aαka

′
αk

bαkb
′
αk
. (4.57)

Questa definizione è analoga alla (4.29). Se la la dimensione di V è d, gli
indici aαk, a′αk, bαk, b′αk (detti variabili di spin) assumeranno valori compresi
tra 1 e d.

L’operatore Lαk(λα, νk) è associato al sito dato dall’intersezione tra la
linea α e la linea k: assegniamo ad ognuno dei quattro spigoli intorno al
sito uno dei quattro indici, come mostrato in figura (4.3). Questo può essere
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νL

ν1
ν2

.

.

.

νk

.

.

.

λ1λ2λM . . . λα . . .

Figura 4.2: Reticolo quadrato L×M

formalizzato assegnando ad ogni linea orizzontale uno spazio vettoriale Hk

e ad ogni linea verticale uno spazio vettoriale Vα, tutti isomorfi a V . Così
facendo, possiamo pensare l’operatore Lαk definito su Vα⊗Hk: gli indici che
abbiamo assegnato agli spigoli orizzontali (verticali) sono relativi allo spazio
orizzontale (verticale).

Funzioni di partizione di modelli fondamentali a vertici
Immaginiamo che il modello sia caratterizzato dalla presenza, su ciascuno
spigolo, di variabili discrete (spin) che assumono valori da 1 a d e asso-
ciamo, a ogni componente di Lαk, il valore del peso statistico relativo al-
la configurazione di spin descritta dai suoi indici (detta configurazione di
vertice).

Uno stato del sistema è dato specificando il valore degli spin su ciascuno
spigolo: assumiamo che il peso statistico sia dato dal prodotto dei pesi sta-
tistici delle configurazioni di vertice. Il peso statistico relativo allo stato S
è (

ω(S)({λ} , {ν})
){a}{a′}
{b}{b′}

=
∏

(α,k)

(
L(α,k)(λα, νk)

)aαka′αk
bαkb

′
αk

, (4.58)

dove {a} e {b} sono multi-indici che contengono, rispettivamente, gli indici
relativi a tutti gli spigoli orizzontali e quelli relativi a tutti gli spigoli verti-
cali, mentre {λ} e {ν} rappresentano tutti i parametri spettrali. Il prodotto
che compare in questa definizione è svolto su tutti i siti reticolari ed è un
prodotto tra componenti, costruito in modo tale che gli indici relativi allo
stesso spigolo, in comune a due matrici diverse, abbiano lo stesso valore. Si
noti che, in questa formula, non è sottintesa la somma sugli indici ripetuti.
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(α,k) a′αkaαk

bαk

b′αk

Figura 4.3: La corrispondenza tra gli indici dell’operatore (Lαk(λα, νk))
aαka

′
αk

bαkb
′
α,k

e gli spigoli intorno al sito (α, k)

Chiamiamo spigoli interni gli spigoli collegati a due vertici e spigoli esterni
quelli collegati ad un solo vertice. Definiamo

Z({λ} , {ν}) :=
∑
S

ω(S)({λ} , {ν}), (4.59)

dove la somma è effettuata su tutte le configurazioni di spin interni e tra-
sforma il prodotto tra numeri della formula (4.58) in un prodotto matriciale;
Z dipenderà solo dal valore degli spin di bordo, che verranno fissati dalle
condizioni al contorno. Possiamo riscrivere (4.59) come

Z({λ} , {ν}) =
∏

(α,k)
Lα,k(λα, νk), (4.60)

dove il prodotto coinvolge tutti i siti reticolari ed è ordinato dall’ultimo al
primo sito e svolto, equivalentemente, o prima lungo le linee orizzontali e
poi lungo quelle verticali o viceversa. Il membro sinistro della (4.60) è un
tensore, definito su ⊗M

α=1 Vα⊗
⊗L

k=1Hk, le cui componenti sono indiciate da

(Z({λ} , {ν}))aM1...aML;a′11...a
′
1L

b1L...bML;b′11...b
′
M1

:= (Z({λ} , {ν})){l}{r}{d}{u} , (4.61)

dove abbiamo introdotto una notazione più conveniente per le variabili di
spin degli spigoli esterni:

aM1, . . . , aML → l1, . . . , lL, a′11, . . . , a
′
1L → r1, . . . , rL,

b1L, . . . , bML → d1, . . . , dM , b′11, . . . , b
′
M1 → u1, . . . , uM .

(4.62)
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Imporre le condizioni al contorno periodiche corrisponde a fissare

uα = dα, ∀α = 1, . . . ,M, lk = rk, ∀k = 1, . . . , L. (4.63)

La funzione di partizione sarà ottenuta sommando su tutti i possibili valori
degli spin di bordo,

Zper ({λ} , {ν}) =
∑
{u}{l}

(Z({λ} , {ν}){l}{l}{u}{u} . (4.64)

Il modello in cui i parametri spettrali sono gli stessi in ogni sito è detto
omogeneo. In caso contrario, si parla di modello non omogeneo.

Relazione tra modelli di spin e modelli a vertici fonda-
mentali
In virtù di (4.57), vale

Rαβ(λα, λβ)Lαk(λα, νk)Lβk(λβ, νk) = Lβk(λβ, νk)Lαk(λα, νk)Rαβ(λα, λβ).
(4.65)

Possiamo definire, per il modello bidimensionale, un oggetto identico alla
matrice di monodromia (4.3),

Tα : Vα ⊗
L⊗
k=1
Hk −→ Vα ⊗

L⊗
k=1
Hk, (4.66)

Tα(λα, {ν}) := (LαL(λα, νL))
(
Lα(L−1)(λα, νL−1)

)
. . . (Lα1(λα, ν1)) . (4.67)

Stavolta, abbiamo una matrice di monodromia, che chiamiamo verticale, di-
versa per ogni linea α, con α = 1, . . . ,M . Data l’interpretazione grafica in
figura 4.3, possiamo visualizzare Tα tramite la figura 4.4.

Si verifica che è possibile riscrivere l’equazione (4.60) come

Z = TM(λM , {ν})TM−1(λM−1, {ν}) . . . T1(λ1, {ν}). (4.68)

Per ottenere Zper, è sufficiente calcolare la traccia (rispetto a tutti gli indici)
di ambo i membri della (4.68).
Se definiamo la matrice di trasferimento verticale,

τα :
L⊗
k=1
Hk −→

L⊗
k=1
Hk, (4.69)
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Figura 4.4: Rappresentazione grafica della matrice di monodromia relativa
alla linea verticale α

τα(λα, {ν}) := TrVαTα(λα, {ν}), (4.70)
possiamo riscrivere l’equazione (4.64),
Zper ({λ} , {ν}) = Tr⊗L

k=1Hk
[τM(λM , {ν})τM−1(λM−1, {ν}) . . . τ1(λ1, {ν})] .

(4.71)
Considerando il modello fondamentale di spin relativo alla medesima matrice
R e identificando la matrice di peso statistico (4.57) con l’operatore di Lax
definito in (4.29), l’equazione (4.71) mostra la dualità menzionata in prece-
denza.

In virtù delle equazioni (4.65), (4.67) e (4.70), vale
[τα(λα, {ν}), τβ(λβ, {ν})] = 0 ∀α, β = 1, . . . ,M, (4.72)

quindi le matrici di trasferimento relative a linee verticali diverse possono
essere diagonalizzate simultaneamente.

Chiamiamo
(
Θ(α)
p

)
, p = 1, . . . , NL, l’insieme degli autovalori dell’ope-

ratore τα(λα, {ν}) (NL è la dimensione dello spazio ⊗L
k=1Hk). Possiamo

facilmente ottenere

Zper ({λ} , {ν}) =
NL∑
p=1

M∏
α=1

Θ(α)
p . (4.73)

Per un modello omogeneo, Θp := Θ(α)
p = Θ(β)

p , ∀α, β = 1, . . . ,M , e,
quindi,

Zper ({λ} , {ν}) =
NL∑
p=1

(Θp)M . (4.74)
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Per la densità di energia libera per sito, se il limite esiste finito, si ottiene un
risultato analogo a (2.20),

f = −kBT lim
M,L→∞

ln Θmax

L
, (4.75)

dove Θmax è l’autovalore massimo.

4.4 Bethe ansatz algebrico
Il Bethe ansatz algebrico è un metodo che permette di trovare autostati ed
autovalori della matrice di trasferimento. Dato che possiamo costruire mo-
delli con hamiltoniana funzionalmente collegata alla matrice di trasferimento,
siamo in grado di ottenere autovalori ed autovettori dell’energia.
La relazione tra il Bethe ansatz algebrico e quello delle coordinate è analo-
ga a quella tra la risoluzione del problema spettrale dell’oscillatore armonico
quantistico tramite gli operatori di creazione e distruzione e il calcolo esplicito
delle funzioni d’onda in rappresentazione delle coordinate tramite l’equazione
di Schrödinger stazionaria.
Limitiamoci al caso particolare di un modello unidimensionale, in cui V eHm,
m = 1, . . . ,M siano isomorfi a C2. Lo spazio quantistico globale H è dato da⊗M
m=1Hm. Consideriamo una matrice di monodromia T (λ) : V⊗H −→ V⊗H

e rappresentiamola come matrice sullo spazio V ,

T (λ) =
(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)

)
, (4.76)

in modo tale che A,B,C e D siano operatori definiti sullo spazio H.
Supponiamo che esista una matrice R della forma

R(λ, µ) =


f(µ, λ) 0 0 0

0 1 g(µ, λ) 0
0 g(µ, λ) 1 0
0 0 0 f(µ, λ)

 , (4.77)

che soddisfi insieme a T (λ) la relazione (4.21). Esplicitando quest’ultima
equazione in termini delle componenti dei due operatori, si ottengono 16
regole di commutazione che vanno a definire quella che viene detta algebra
di Yang-Baxter :

[A(λ), A(µ)] = 0, [B(λ), B(µ)] = 0, [C(λ), C(µ)] = 0, [D(λ), D(µ)] = 0,
(4.78)

A(µ)B(λ) = f(µ, λ)B(λ)A(µ) + g(λ, µ)B(µ)A(λ), (4.79)
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D(µ)B(λ) = f(λ, µ)B(λ)D(µ) + g(µ, λ)B(µ)D(λ), (4.80)
C(λ)A(µ) = f(µ, λ)A(µ)C(λ) + g(λ, µ)A(λ)C(µ), (4.81)
C(λ)D(µ) = f(λ, µ)D(µ)C(λ) + g(µ, λ)D(λ)C(µ), (4.82)
B(µ)A(λ) = f(µ, λ)A(λ)B(µ) + g(λ, µ)A(µ)B(λ), (4.83)
B(λ)D(µ) = f(µ, λ)D(µ)B(λ) + g(λ, µ)D(λ)B(µ), (4.84)
A(λ)C(µ) = f(µ, λ)C(µ)A(λ) + g(λ, µ)C(λ)A(µ), (4.85)
D(µ)C(λ) = f(µ, λ)C(λ)D(µ) + g(λ, µ)C(µ)D(λ), (4.86)
[C(λ), B(µ)] = g(λ, µ) (A(λ)D(µ)− A(µ)D(λ)) , (4.87)
[B(λ), C(µ)] = g(λ, µ) (D(λ)A(µ)−D(µ)A(λ)) , (4.88)
[D(λ), A(µ)] = g(λ, µ) (B(λ)C(µ)−B(µ)C(λ)) , (4.89)
[A(λ), D(µ)] = g(λ, µ) (C(λ)B(µ)− C(µ)B(λ)) , (4.90)

Queste relazioni sono valide per ogni coppia di parametri complessi λ e µ.
Si noti che abbiamo assunto g(−λ,−µ) = −g(λ, µ) (consistentemente con i
modelli analizzati in seguito).
Assumiamo che esista lo stato |0〉 ∈ H (che chiamiamo stato di vuoto) tale
che, ∀λ ∈ C,

C(λ)|0〉 = 0, A(λ)|0〉 = a(λ)|0〉, D(λ)|0〉 = d(λ)|0〉. (4.91)

Le funzioni a valori complessi a(λ) e d(λ) sono detti autovalori del vuoto.
Assumiamo anche l’esistenza di uno stato di vuoto duale 〈0| tale che

〈0|B(λ) = 0, 〈0|A(λ) = a(λ)〈0|, 〈0|D(λ) = d(λ)〈0|, ∀λ ∈ C, (4.92)

e richiediamo che i due stati soddisfino

〈0|0〉 = 1. (4.93)

I vettori |0〉 e 〈0| sono autostati della matrice di trasferimento τ(λ) = TrV T (λ),

τ(λ)|0〉 = (a(λ) + d(λ)) |0〉, 〈0|τ(λ) = (a(λ) + d(λ)) 〈0|. (4.94)

Osserviamo che modelli associati alla stessa matrice R hanno la stessa alge-
bra di Yang-Baxter, mentre gli autovalori a(λ) e d(λ) variano al variare del
modello studiato.



56

Costruzione dello stato di vuoto
Dalla definizione (4.3), si vede che gli operatori A(λ),B(λ),C(λ) e D(λ) di-
pendono dagli operatori associati a ciascun sito in modo non banale. Consi-
deriamo allora L(m;λ) : V ⊗ Hm −→ V ⊗ Hm e rappresentiamolo in forma
di matrice su V ,

L(m;λ) =
(
Am(λ) Bm(λ)
Cm(λ) Dm(λ)

)
. (4.95)

Se esiste un vettore |0〉m ∈ Hm, per ogni m = 1 . . .M , con le proprietà,
∀λ ∈ C,

Cm(λ)|0〉m = 0,
Am(λ)|0〉m = am(λ)|0〉m, (4.96)
Dm(λ)|0〉m = dm(λ)|0〉m,

si verifica che lo stato di vuoto che soddisfa (4.91) è

|0〉 =
M⊗
m=1
|0〉m. (4.97)

Per dimostrare questo fatto, è sufficiente tenere presente le strutture (4.76)
e (4.95), sfruttare le proprietà (4.96) e ricordare le regole di moltiplicazione
per le matrici triangolari superiori. Gli autovalori del vuoto sono, quindi,

a(λ) =
M∏
m=1

am(λ), d(λ) =
M∏
m=1

dm(λ). (4.98)

Una costruzione analoga può essere fatta per lo stato duale 〈0|: se è
possibile costruire un set di stati m〈0| tali che, per ognim = 1 . . .M , ∀λ ∈ C,

m〈0|Bm(λ) = 0,

m〈0|Am(λ) = am(λ) m〈0|, (4.99)

m〈0|Dm(λ) = dm(λ) m〈0|,
allora,

〈0| =
M⊗
m=1

m〈0|. (4.100)

Affinché (4.93) sia verificata, richiediamo m〈0|0〉m = 1,∀m = 1, . . .M .
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Gli autostati di Bethe
In virtù di (4.91), possiamo considerare l’operatore C(λ) come un opera-
tore di annichilazione. D’altra parte, trattando l’operatore B(λ) come un
operatore di creazione, possiamo costruire gli autostati della matrice di tra-
sferimento.

Consideriamo lo stato generato dall’applicazione per N volte di B, valu-
tato per diversi parametri spettrali, sullo stato di vuoto,

|ΨN(λ1, . . . , λN)〉 := B(λ1)B(λ2) . . . B(λN) =
N∏
j=1

B(λj)|0〉. (4.101)

Notiamo che, per (4.78), l’ordine dei B non è rilevante.
Vogliamo capire sotto quali condizioni il vettore (4.101) è autostato della

matrice di trasferimento τ(λ) = A(λ) + D(λ). Enunciamo, a tal proposito,
il seguente risultato.

Teorema. Lo stato

|ΨN(λ1, . . . , λN)〉 =
N∏
j=1

B(λj)|0〉, λj 6= λk se j 6= k, (4.102)

è un autostato di τ(λ) (detto autostato di Bethe),

τ(λ)|ΨN(λ1, . . . , λN)〉 = Θ(λ, λ1, . . . , λN)|ΨN(λ1, . . . , λN)〉, (4.103)

se il set di parametri spettrali λ1, . . . , λN soddisfa le equazioni di Bethe,

a(λj)
d(λj)

N∏
n=1
n6=j

f(λj, λn)
f(λn, λj)

= 1. (4.104)

Inoltre, l’autovalore è

Θ(λ, λ1, . . . , λN) = a(λ)
N∏
j=1

f(λ, λj) + d(λ)
N∏
j=1

f(λj, λ). (4.105)

Dimostrazione. Consideriamo, per prima cosa, l’azione di A su (4.101). Tra-
mite (4.79), possiamo portare A a destra della stringa di operatori B e farlo
agire diagonalmente sul vuoto. Quando applichiamo questa formula, abbia-
mo due termini: il primo (che indicheremo con 1)) contenente la funzione f ,
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mentre il secondo (indicato con 2)) contenente la funzione g. Come è facile
verificare, si ottiene la seguente struttura,

A(λ)
 N∏
j=1

B(λj)
 |0〉 = a(λ)Λ(λ, λ1, . . . , λN)

 N∏
j=1

B(λj)
 |0〉+

+
N∑
j=1

a(λj)Λj(λ, λ1, . . . , λN)B(λ)
N∏
n=1
n 6=j

B(λn)|0〉. (4.106)

Infatti, il primo termine del membro di destra è ottenuto utilizzando ripe-
tutamente (4.79) e mantenendo solo i termini di tipo 1), mentre tutti gli
altri sono ottenuti prendendo almeno un termine di tipo 2). Nei termi-
ni di tipo 2), A e B si scambiano gli argomenti: quindi, la prima volta,
A(λ)B(λk) → g(λk, λ)B(λ)A(λk). Dopo di questa, A(λk) scambierà l’argo-
mento con alcuni B(λn). Quando arriva a contatto con lo stato di vuoto, A
dipende dal parametro spettrale associato all’operatore B con cui è avvenuta
per l’ultima volta la commutazione in cui è stato mantenuto il termine di
tipo 2). Questo spiega la struttura (4.106). Il coefficiente Λ è semplicemente

Λ(λ, λ1, . . . , λN) =
N∏
j=1

f(λ, λj). (4.107)

Per ottenere i coefficienti Λn, osserviamo che, poiché (4.106) è simmetrico ri-
spetto allo scambio di λ1, . . . , λN , possiamo ottenere Λn da Λk semplicemente
scambiando λn ↔ λk (per ogni coppia di indici n e k). Calcolare uno solo
di questi coefficienti, dunque, significa ottenerli tutti: calcoliamo Λ1, ovvero
il coefficiente ottenuto se l’unico termine di tipo 2) che consideriamo si ha
commutando A con B(λ1). Si trova

Λ1(λ, λ1, . . . , λN) = g(λ1, λ)
N∏
j=2

f(λ1, λj). (4.108)

Il generico coefficiente Λn sarà allora

Λn(λ, λ1, . . . , λN) = g(λn, λ)
N∏
n=1
n6=j

f(λn, λj). (4.109)
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In modo del tutto analogo, usando la relazione (4.80), possiamo ricavare
l’azione di D sullo stato (4.101),

D(λ)
 N∏
j=1

B(λj)
 |0〉 = d(λ)Λ̃(λ, λ1, . . . , λN)

 N∏
j=1

B(λj)
 |0〉+

+
N∑
n=1

d(λn)Λ̃n(λ, λ1, . . . , λN)B(λ)
N∏
j=1
j 6=n

B(λj)|0〉, (4.110)

con
Λ̃(λ, λ1, . . . , λN) =

N∏
j=1

f(λj, λ), (4.111)

Λ̃n(λ, λ1, . . . , λN) = g(λ, λn)
N∏
j=1
j 6=n

f(λj, λn). (4.112)

Lo stato (4.102), in generale, non è autostato di A o D separatamente, però
possiamo scegliere i parametri spettrali in modo tale che sia autostato di
A(λ) +D(λ). Imponendo che i termini dentro le somme in (4.106) e (4.110)
si cancellino reciprocamente, si ha il set di equazioni,

a(λn)Λn(λ, λ1, . . . , λN) + d(λn)Λ̃n(λ, λ1, . . . , λN) = 0, n = 1, . . . , N.
(4.113)

Esplicitando le funzioni Λn e Λ̃n, si trova (4.104). I corrispondenti autovalori
sono

Θ(λ, λ1, . . . , λN) = a(λ)Λ(λ, λ1, . . . , λN) + d(λ)Λ̃(λ, λ1, . . . , λN), (4.114)

equivalenti a (4.105).

Questa procedura di costruzione degli autovettori e degli autovalori della
matrice di trasferimento è nota come Bethe ansatz algebrico. L’analogia con
il Bethe ansatz delle coordinate è resa evidente dalle equazioni (4.104); infatti,
in entrambi i casi, costruiamo autostati della hamiltoniana dipendenti da un
set di rapidità, a patto che queste siano soluzioni di un sistema di equazioni
accoppiate. In particolare, per la catena XXZ, le equazioni di Bethe ottenute
nell’approccio delle coordinate sono identiche a quelle ottenute nell’approccio
algebrico.

Inoltre, così come il Bethe ansatz delle coordinate, anche l’autostato di
Bethe può essere interpretato come uno stato a N particelle.
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Osservazioni sul Bethe ansatz algebrico
Discutiamo alcune proprietà degli autostati di Bethe.

• Se lo stato di vuoto duale esiste, possiamo procedere in modo analogo,
ottenendo che lo stato

〈ΨN(λ1, . . . , λN)| := 〈0|
 N∏
j=1

C(λj)
 λj 6= λk se j 6= k (4.115)

è autostato sinistro di τ(λ),

〈ΨN(λ1, . . . , λN)|τ(λ) = Θ(λ, λ1, . . . , λN)〈ΨN |, (4.116)

se λ1, . . . , λN soddisfano (4.104). Gli autovalori sono ancora dati da
(4.105).

• Se consideriamo due set diversi di parametri spettrali {λ1, . . . , λNC} e
{λ1, . . . , λNB}, vale

〈ΨNC (λ1, . . . , λNC )|ΨNB(λ1, . . . , λNB)〉 = 0, (4.117)

ovvero i due stati sono ortogonali. Se NC 6= NB, sfruttando l’algebra
di Yang-Baxter, è facile da verificare; in questo caso, non è necessario
che i due stati siano autostati di Bethe. Se, invece, NC = NB, gli stati
sono ortogonali se sono autostati di Bethe. Per vederlo, osserviamo che

〈ΨNC (λ1, . . . , λNC )|τ(λ)|ΨNB(λ1, . . . , λNB)〉 =
= Θ(λ, λ1, . . . , λNC )〈ΨNC (λ1, . . . , λNC )|ΨNB(λ1, . . . , λNB)〉 =

= Θ(λ, λ1, . . . , λNB)〈ΨNC (λ1, . . . , λNC )|ΨNB(λ1, . . . , λNB)〉. (4.118)

Essendo i due autovalori diversi, l’unica possibilità è che valga (4.117).

• Abbiamo imposto λj 6= λk se j 6= k; infatti, supponendo di avere
λ1 = λ2 e considerando lo stato,

B2(λ1)
N∏
j=3

B(λj)|0〉, (4.119)

se imponiamo la condizione che questo sia autovettore di τ(λ), otte-
niamo N equazioni per N − 1 parametri spettrali diversi. Per alcuni
sistemi di interesse (ad esempio, per la catena XXZ), questo set di
equazioni non ha soluzioni: non si può, quindi, costruire autostati di
Bethe caratterizzati da due rapidità uguali [47].
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Catena XXZ e Bethe ansatz algebrico
Nella sezione 3.3, abbiamo risolto esattamente il modello di Heisenberg XXZ
tramite il Bethe ansatz delle coordinate: adesso procediamo alla trattazione
con il Bethe ansatz algebrico e verifichiamo l’equivalenza dei due approcci.

Poiché la catena XXZ è il modello di spin fondamentale associato alla
matrice R trigonometrica, consideriamo l’operatore di Lax definito nell’e-
quazione (4.53) e costruiamo la matrice di monodromia. Dato che gli ope-
ratori di innalzamento (presenti nelle componenti C degli operatori di Lax)
annichilano | ↑〉m tale che σ(z)

m | ↑〉m = | ↑〉m, identifichiamo

|0〉m := | ↑〉m, m = 1, . . . ,M. (4.120)

In riferimento a (4.96), si ha

am(λ) = cos (λ+ η) dm(λ) = cos (λ− η) . (4.121)

e, quindi,

a(λ) = (cos (λ+ η))M d(λ) = (cos (λ− η))M , (4.122)

con lo stato di vuoto dato da (4.97). Le equazioni di Bethe, per l’autostato
(4.102), sono (

cos (λj − η)
cos (λj + η)

)M
=

N∏
n=1
n 6=j

sin(λn − λj + 2η)
sin(λn − λj − 2η) , (4.123)

identiche a quelle ottenute con il Bethe ansatz delle coordinate. L’autovalore
della matrice di trasferimento è

Θ(λ, λ1, . . . , λN) = (cos (λ+ η))M
N∏
j=1

sin(λj − λ+ 2η)
sin(λj − λ)

+ (cos (λ− η))M
N∏
j=1

sin(λ− λj + 2η)
sin(λ− λj)

, (4.124)

che è legato, tramite (4.55) e (4.56), all’autovalore di HXXZ ,

EN(λ1, . . . , λN) = 2 sin 2η d
dλΘ(λ, λ1, . . . , λN)

∣∣∣∣∣
λ=π

2 +η
−M∆ =

= −M∆−
N∑
j=1

ε(λj), (4.125)
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dove ε(λ) è la relazione di dispersione (3.33). Dunque, anche gli autovalori
dell’energia sono gli stessi ottenuti con il Bethe ansatz delle coordinate.

Abbiamo illustrato il metodo dello scattering inverso quantistico che ci ha
permesso di costruire modelli quantistici integrabili. Nel prossimo capitolo
descriveremo il modello a sei vertici in questo formalismo e, grazie al Bethe
ansatz algebrico, ne calcoleremo alcune funzioni di correlazione.



Capitolo 5

Calcolo di funzioni di
correlazione

5.1 Matrice di peso statistico
Mostriamo che il modello a sei vertici può essere visto come modello fonda-
mentale a vertici relativo alla matrice R trigonometrica.

Consideriamo il modello a sei vertici, definito nel capitolo 2, su un reti-
colo quadrato N × N . Associamo a ciascuna linea un parametro spettrale
complesso, secondo la convenzione introdotta nella figura 4.2. Ogni sito re-
ticolare sarà indiciato dalla coppia di interi (α, k). Associamo, ad ogni linea
orizzontale, uno spazio vettoriale, Hk = C

2, k = 1, . . . , N e, ad ogni linea
verticale, uno spazio vettoriale, Vα = C

2, α = 1, . . . , N . Definiamo, inoltre,

H =
N⊗
k=1
Hk, V =

N⊗
α=1
Vα. (5.1)

Indichiamo la base di Hk,
{(

1
0

)
k

,

(
0
1

)
k

}
, con {| ↑〉k, | ↓〉k}, e, corrisponden-

temente, la base di Vα, scambiando gli indici k con gli indici α.
Consideriamo la matrice di peso statistico relativa alla matrice R trigo-

nometrica, Lαk : Vα ⊗Hk → Vα ⊗Hk,

Lαk =


aαk 0 0 0
0 bαk cαk 0
0 cαk bαk 0
0 0 0 aαk

 , (5.2)

con
aαk = a(λα, νk) := sin(λα − νk + η), (5.3)
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bαk = b(λα, νk) := sin(λα − νk − η), (5.4)
cαk = c := sin(2η) (5.5)

e η generico parametro complesso. Notiamo che possiamo scrivere (5.2) come

Lαk = aαk

1 + τ (z)
α σ

(z)
k

2

+ bαk

1− τ (z)
α σ

(z)
k

2

+ cαk
(
τ (−)
α σ

(+)
k + τ (+)

α σ
(−)
k

)
,

(5.6)
dove τ (z)

α e σ(z)
k sono matrici di Pauli definite, rispettivamente, su Vα e su Hk.

La parametrizzazione (5.3)-(5.5) implica

∆ = cos 2η. (5.7)

Consideriamo la generica componente (Lαk(λα, νk))
aαka

′
αk

bαkb
′
α,k

, con gli indici
che possono assumere valore 0 o 1, e osserviamo che le componenti non nulle
sono:

(Lαk(λα, νk))00
00 = a(λα, νk), (5.8)

(Lαk(λα, νk))00
11 = b(λα, νk), (5.9)

(Lαk(λα, νk))11
00 = b(λα, νk), (5.10)

(Lαk(λα, νk))11
11 = a(λα, νk), (5.11)

(Lαk(λα, νk))01
10 = c(λα, νk), (5.12)

(Lαk(λα, νk))10
01 = c(λα, νk). (5.13)

Assegniamo, secondo la figura 4.3, i quattro indici ai quattro spigoli che cir-
condano il vertice (α, k); se associamo, al valore 0 di uno degli indici, un
segmento vuoto sullo spigolo corrispondente e, al valore 1, un segmento pie-
no, le sei componenti non nulle di Lαk corrispondono alle sei configurazioni
di vertice mostrate in figura 4.1. Possiamo quindi attribuire alle funzioni
aαk, bαk e cαk il significato di pesi statistici del modello a sei vertici. Questo
stabilisce che il modello fondamentale a vertici relativo alla matrice R tri-
gonometrica è il modello a sei vertici che, pertanto, corrisponde, secondo la
dualità illustrata nel capitolo 4, alla catena XXZ di spin 1

2 .
Questo modello esibisce la cosiddetta simmetria di crossing, ovvero la

simmetria dei pesi di Boltzmann sotto riflessione di ogni configurazione di
vertice rispetto alla linea orizzontale (verticale), invertendo i valori delle va-
riabili di spin sugli spigoli verticali (orizzontali) e scambiando a con b. Se,
ad esempio, consideriamo la riflessione rispetto alla linea verticale, possiamo
scrivere,

(L(λ− ν))aa
′

bb′ = (L(π − (λ− ν)))ā
′ā
bb′ , (5.14)
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dove gli indici barrati significano l’inversione della variabile di spin sul cor-
rispondente spigolo (ad esempio, se a = 1, ā = 0). Si può scrivere una
condizione simile anche per la riflessione rispetto alla linea verticale.

Un’altra utile proprietà dei pesi statistici è

(L(λ− ν))aa
′

bb′ = (L(λ− ν))bb
′

aa′ = (L(λ− ν))b
′b
a′a , (5.15)

che esprime l’invarianza sotto riflessione rispetto ad una delle diagonali.

5.2 Funzione di partizione
Imponiamo le condizioni al contorno a parete di dominio, ovvero fissiamo

u1 = · · · = uN = 1, d1 = · · · = dN = 0, (5.16)

l1 = · · · = lN = 1, r1 = · · · = rN = 0. (5.17)
Per fissare le variabili di spin sugli spigoli esterni, consideriamo l’equivalente
di (4.68) per questo modello e proiettiamola sugli opportuni vettori di V e H:
se associamo l’indice 0 degli operatori definiti su questi spazi alla direzione(

1
0

)
di C2 e l’indice 1 alla direzione

(
0
1

)
, la funzione di partizione che ne

risulta è

ZN ({λ} , {ν}) =
 N∏
α,k=1

α〈↑ | k〈↓ |

TN(λM , {ν})TN−1(λN−1, {ν}) . . .

. . . T1(λ1, {ν})
 N∏
β,l=1
| ↓〉β| ↑〉l

 . (5.18)

Indichiamo gli elementi della matrice di monodromia verticale relativa alla
linea verticale α con

Tα(λα) =
(
A(λα) B(λα)
C(λα) D(λα)

)
, (5.19)

dove, per costruzione, gli elementi di questa matrice sono operatori sullo
spazio H. Poiché vale,

α〈↑ |Tα(λα)| ↓〉α = B(λα), (5.20)

la funzione di partizione può essere scritta come [47]

ZN ({λ} , {ν}) =
(

N∏
k=1

k〈↓ |
)

N∏
α=1

B(λα)
(
N∏
l=1
| ↑〉l

)
. (5.21)
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Figura 5.1: Corrispondenza tra le componenti operatoriali della matrice di
monodromia verticale e le linee verticali del reticolo con diversi valori delle
variabili di spin sugli spigoli verticali esterni.

In virtù di (4.78), l’ordine degli operatori B nell’espressione precedente è
irrilevante; pertanto, la funzione di partizione del modello con DWBC è
simmetrica rispetto allo scambio dei parametri spettrali λα. Scambiando le
righe con le colonne è facile vedere che ZN ({λ} , {ν}) è simmetrica anche
rispetto allo scambio dei parametri spettrali νk.

Osserviamo che nella relazione (5.21) possiamo associare, ad ogni linea
verticale, un operatore B dipendente dal corrispondente parametro spettra-
le. Più in generale, nell’espressione delle funzioni di correlazione del modello
con condizioni al contorno fisse, possiamo tenere conto del contributo di una
linea verticale tramite una delle quattro componenti di (5.19). L’operatore
che associamo alla linea verticale α-esima dipende dal valore delle variabili
di spin nello spazio Vα, ossia sui due spigoli verticali esterni: se, ad esempio,
abbiamo un segmento pieno sia sullo spigolo superiore che sullo spigolo in-
feriore, il contributo della linea verticale sarà dato da un operatore D (dal
momento che dovremo valutare l’elemento (1, 1) della matrice di monodro-
mia verticale). Corrispondentemente, si associano le altre tre componenti ad
altrettante possibili condizioni al contorno delle linee verticali (figura 5.1).

Grazie al formalismo del Bethe ansatz algebrico, è stata ottenuta una
rappresentazione esatta per la funzione di partizione; per il modello non
omogeneo, si ha [61]

ZN ({λ} , {ν}) =
∏N
α=1

∏N
k=1 a(λα, νk)b(λα, νk)∏

1≤α<β≤N d(λβ, λα)∏1≤j<k≤N d(νj, νk)
detM, (5.22)
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dove
Mαk = ϕ(λα, νk), ϕ(λ, ν) = c

a(λ, ν)b(λ, ν) , (5.23)

mentre la funzione d è definita da d(λ, λ′) := sin(λ − λ′). La (5.22) è nota
come formula di Izergin-Korepin. In appendice A è riportata una possibile
derivazione di questa rappresentazione.

Per ottenere la funzione di partizione per il modello omogeneo, dobbiamo
imporre

λα = λ, α = 1, . . . , N, νk = ν, k = 1, . . . , N. (5.24)

Dal momento che i pesi statistici (5.3)-(5.5) dipendono esclusivamente da
differenze di parametri spettrali, non c’è alcuna perdita di generalità nello
scegliere ν = 0. Si dimostra che [62]

ZN = [sin(λ− η) sin(λ+ η)]N
2∏N−1

n=1 (n!)2 detN , (5.25)

con
Nαk = ∂α+k−2

λ ϕ(λ), ϕ(λ) = ϕ(λ, 0). (5.26)
Maggiori dettagli sulla procedura di limite omogeneo sono forniti nell’appen-
dice B.

5.3 Probabilità di formazione di regioni
vuote

Introduciamo una particolare funzione di correlazione, detta probabilità di
formazione di regioni vuote (che abbrevieremo con l’acronimo inglese EFP,
Emptiness Formation Probability). Se definiamo colonna r-esima l’insieme
degli spigoli orizzontali compresi tra la r-esima e la r+ 1-esima linea vertica-
le, la EFP descrive la probabilità di avere un set di spigoli consecutivi lungo
una data colonna e a partire dalla prima linea orizzontale, tutti nello stato
1. Alcune rappresentazioni esatte della EFP sono state ricavate in [65]; in
particolare, ci soffermeremo sulla rappresentazione, ottenuta nel limite omo-
geneo, in termini di integrali multipli nel piano complesso. Questa funzione
di correlazione ha permesso di affrontare il calcolo dell’espressione esplicita
della curva artica del modello [18].

Indichiamo con F
(r,s)
N la probabilità di avere segmenti pieni sui primi s

spigoli della colonna r-esima. Chiamando e1, . . . , es i suddetti spigoli, tale
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funzione di correlazione può essere scritta come

F
(r,s)
N =

∑
S

P (S)
s∏
j=1

χej(S), (5.27)

dove χej(S) e P (S) sono definiti, rispettivamente, in (2.10) e (2.11). Nel
formalismo del Bethe ansatz algebrico, si ha

F
(r,s)
N ({λ} , {ν}) =

=

(∏N
k=1 k〈↓ |

)
B(λN) . . . B(λr+1)p1 . . . psB(λr) . . . B(λ1)

(∏N
l=1 | ↑〉l

)
ZN ({λ} , {ν}) ,

(5.28)

dove con pj, j = 1, . . . , s, indichiamo i proiettori locali di spin (che corrispon-
dono a fissare i segmenti pieni sugli spigoli scelti),

pj =
1− σ(z)

j

2 . (5.29)

Introduciamo alcune notazioni e alcune quantità utili per scrivere l’espres-
sione esplicita della EFP e delle altre funzioni di correlazione.

Per le DWBC e la ice rule, in ogni stato, nella prima linea orizzontale
vi è una e una sola configurazione di vertice di tipo 6: indichiamo con H(r)

N

la probabilità che questa si trovi in corrispondenza della r-esima linea ver-
ticale. La H(r)

N è stata definita in [63], dove ne è stata anche fornita una
rappresentazione determinantale. Definiamo poi la funzione generatrice,

hN(z) :=
N∑
r=1

H
(r)
N zr−1 (5.30)

e introduciamo le funzioni hN,s(z1, . . . , zs), definite da

hN,s(z1, . . . , zs) :=
det1≤j,k≤s

{
zs−jk (zk − 1)j−1hN−s+j(zk)

}
∆s(~z) , (5.31)

dove abbiamo utilizzato la notazione per il determinante di Vandermonde,

∆s(~z) :=
∏

1≤j<k≤s
(zk − zj) . (5.32)

Si verifica facilmente che le funzioni (5.31) sono polinomi di grado N − 1,
simmetrici rispetto allo scambio delle variabili z1, . . . , zs. Detti a e b i valori
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dei pesi statistici, calcolati in corrispondenza dei parametri spettrali λ e
ν = 0, definiamo

t := b

a
= sin(λ− η)

sin(λ+ η) (5.33)

e
u(z) := 1− z

(t2 − 2∆t)z + 1 . (5.34)

Si trova che, per il modello omogeneo, vale la rappresentazione integrale [65],

F
(r,s)
N = (−1)s

∮
C0
. . .
∮
C0

dsz
(2πi)s

s∏
j=1

[(t2 − 2∆t)zj + 1]s−j

zrj (zj − 1)s−j+1

∏
1≤j<k≤s

zj − zk
t2zjzk − 2∆tzj + 1 × hN,s(z1, . . . , zs), (5.35)

dove abbiamo indicato con C0 un contorno nel piano complesso che circonda
l’origine e nessun’altra singolarità delle funzioni integrande. Simmetrizzando
l’integrando rispetto alle variabili z1, . . . , zs tramite la relazione [69],

A{zj}

 ∏
1≤j<k≤s

[(t2 − 2∆t)zj + 1](t2zjzk − 2∆tzk + 1)
zj − 1

 =

= Zs
as(s−1)cs

s∏
j=1

[(t2 − 2∆t)zj + 1]s−1

(zj − 1)s−1 ∆s(~z)hs,s(u(z1), . . . , u(zs)), (5.36)

si ha

F
(r,s)
N = (−1)

s(s+1)
2

s!
Zs(λ)
csas(s−1)

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

∏s
j=1 [1 + (t2 − 2∆t)zj]s−1∏s
j,k=1
j 6=k

(t2zjzk − 2∆tzj + 1)×

× [∆s(~z)]2 hs,s(u(z1), . . . , u(zs))hN,s(z1, ...zs)∏s
j=1(zj − 1)szrj

. (5.37)

Si noti che la convenzione usata per l’antisimmetrizzazione è

A{zj}f(z1, . . . , zs) :=
∑
P∈Ss

(−1)[P ]f(zP1, . . . , zPs). (5.38)

Il calcolo di questa particolare funzione di correlazione è motivato dalla
sua applicazione allo studio della curva artica del modello. Infatti, a causa
delle DWBC e della ice rule, si può vedere che la EFP misura la probabilità
che tutte le configurazioni di vertice nel sottoreticolo (N − r) × s, posto
nell’angolo in alto a sinistra del reticolo N ×N , siano del tipo 2.
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Il legame con la curva artica deriva dal fatto che la EFP misura la proba-
bilità di ordine ferroelettrico in una certa regione e che, nel limite di scaling,
vale 1 quando r e s si trovano nella regione ordinata e 0 quando si trovano in
quella disordinata: si ha quindi un gradino da 0 a 1 proprio in corrispondenza
della curva artica. In [18], è stata calcolata un’espressione esplicita per la
curva artica del modello, per generici valori del parametro ∆ compresi tra −1
e 1. I risultati trovati sono in accordo con le simulazioni numeriche. Inoltre,
nel caso ∆ = 0, si ritrova esattamente la curva artica della tassellatura con i
domino con distribuzione uniforme del diamante azteco, come ci aspettiamo,
data la corrispondenza illustrata nella sezione 2.6.

Il nome Emptiness Formation Probability è preso in prestito da una quan-
tità simile definita nel contesto delle catene di spin. Tuttavia, dato che questa
misura la probabilità di trovare, in una certa regione del reticolo, tutti i seg-
menti pieni, una denominazione più adeguata potrebbe essere Fullness For-
mation Probability. Ad ogni modo, seguiremo la tradizione e continueremo a
parlare di EFP.

5.4 Probabilità di configurazione di riga
Il calcolo delle funzioni di correlazione del modello lontano dai bordi del
reticolo risulta particolarmente difficile: l’unico esempio al momento noto è
quello della EFP.

Per costruire funzioni di correlazione che forniscano più informazioni sul
comportamento del sistema nel limite di scaling, introduciamo una quantità,
detta probabilità di configurazione di riga (che abbrevieremo con l’acronimo
RCP, Row Configuration Probability). Questa è definita come la probabilità
di avere i segmenti vuoti sulla s-esima riga, in posizione r1 < r2 < · · · <
rs. La probabilità di configurazione di riga può essere usata come punto di
partenza per il calcolo di altre funzioni di correlazione, come la EFP e la
funzione di correlazione ad un punto.

Dividiamo il reticolo N × N con DWBC in due parti, in modo che la
porzione superiore abbia s linee orizzontali e N linee verticali. Osserviamo
che, a causa della ice rule e delle DWBC, sulla s-esima riga, avremo necessa-
riamente s segmenti vuoti. Definiamo Ztop

r1,...,rs come la funzione di partizione
sulla porzione superiore di reticolo in cui i segmenti vuoti sul bordo inferiore
si trovino in posizione r1 < · · · < rs e Zbot

r1,...,rs come quella relativa alla porzio-
ne inferiore di reticolo con i segmenti vuoti sul bordo superiore in posizione
r1 < · · · < rs (figura 5.2).
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N

1
2...
s

s+ 1
...

r2 r1rs .. . . . . .

Figura 5.2: Le due porzioni di reticolo, con le condizioni al contorno che
abbiamo scelto, su cui vogliamo calcolare le funzioni di partizione Ztop

r1,...,rs e
Zbot
r1,...,rs .

La probabilità di configurazione di riga, indicata con H(r1,...,rs)
N,s , può essere

scritta come
H

(r1,...,rs)
N,s =

Ztop
r1,...,rsZ

bot
r1,...,rs

ZN
. (5.39)

Come vedremo anche in altri esempi, Ztop
r1,...,rs e Zbot

r1,...,rs possono essere visti co-
me blocchi elementari con cui costruire funzioni di correlazioni più complesse,
per esempio sommando su un sottoinsieme degli indici r1, . . . , rs.

5.5 Calcolo di Ztop
r1,...,rs e Z

bot
r1,...,rs

5.5.1 Rappresentazione in termini di polinomi
ortogonali

Calcoliamo la funzione di partizione relativa alla porzione di reticolo superio-
re. Dato il set di indici corrispondenti alle posizioni dei segmenti vuoti sulla
s-esima riga, {r1, r2, ..., rs}, introduciamo il set degli indici complementari,
{r̄1, r̄2, ..., r̄N−s} = {1, 2, ..., N} \ {r1, r2, ..., rs}, tali che r̄1 < r̄2 < ... < r̄N−s.
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Nel formalismo del Bethe ansatz algebrico, si ottiene la seguente scrittura,

Ztop
r1,...,rs({λ}N , {ν}s) = 〈⇓ |

 N∏
α=r̄N−s+1

B(λα)
D(λr̄N−s)

 r̄N−s−1∏
α=r̄N−s−1+1

B(λα)
 . . .

. . . D(λr̄1)
(
r̄1−1∏
α=1

B(λα)
)
| ⇑〉, (5.40)

dove abbiamo introdotto la notazione compatta,

| ⇑〉 :=
(
N∏
l=1
| ↑〉l

)
, | ⇓〉 :=

(
N∏
l=1
| ↓〉l

)
, (5.41)

e quella secondo cui si indica con {x}k un set di k variabili x1, . . . , xk. Grazie
a (4.110), procedendo ripetutamente come nella dimostrazione del teorema
in sezione 5.1, si verifica l’identità

Ztop
r1,...,rs({λ}N , {ν}s) =

=
r̄1∑

ᾱ1=1

r̄2∑
ᾱ2=1
ᾱ2 6=ᾱ1

...
r̄N−s∑

ᾱN−s=1
ᾱN−s 6=ᾱN−s−1,...,ᾱ1

r̄1∏
β̄1=1
β̄1 6=ᾱ1

f(λβ̄1 , λᾱ1)...
r̄N−s∏

β̄N−s=1
β̄N−s 6=ᾱN−s,...,ᾱ1

f(λβ̄N−s , λᾱN−s)

s∏
γ=1

g(λr̄γ , λᾱγ )
f(λr̄γ , λᾱγ )

N−s∏
j=1

s∏
k=1

b(λᾱj , νk)Zs(λα 6= λᾱ1 , ..., λᾱN−s ; ν1, ...νs). (5.42)

Introduciamo la funzione

e(λ, λ′) := sin(λ− λ′ + 2η). (5.43)

Da (5.42) e (5.22), si ottiene

Ztop
r1,...,rs({λ}N , {ν}s) =

∏s
k=1

∏N
α=1 b(λα, νk)a(λα, νk)∏

1≤α<β≤N d(λβ, λα)∏1≤j<k≤s d(νj, νk)
r̄1∑

ᾱ1=1

r̄2∑
ᾱ2=1
ᾱ2 6=ᾱ1

...
r̄N−s∑

ᾱN−s=1
ᾱN−s 6=ᾱN−s−1,...,ᾱ1

(−1)
∑N−s

j=1 N−ᾱj−
∑

1≤j<k≤N−s Θ(ᾱj−ᾱk)∏
1≤j<k≤N−s e(λᾱk , λᾱj)N−s∏

j=1
Ur̄j(λᾱj)

 det
s
M({λα} ∀α 6= ᾱk; ν1, .., νs), (5.44)

con

Ur̄j(λᾱj) =
∏N
β̄j=r̄j+1 d(λᾱj , λβ̄j)

∏r̄j−1
β̄j=1 e(λᾱj , λβ̄j)∏s

k=1 a(λᾱj , νk)
. (5.45)
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Dato che Ur̄j(λα) = 0 se α = r̄j + 1, ..., N , posso estendere le sommatorie
in (5.44) fino a N , in modo che sia possibile riconoscervi uno sviluppo di
Laplace per un determinante N ×N . Se poniamo λᾱj = λ+ ξᾱj e osserviamo
che, data una generica funzione F regolare in λ, vale

F (λ+ ξ) = exp(ξ∂ε)F (λ+ ε)
∣∣∣∣∣
ε=0
, (5.46)

possiamo scrivere∏N−s
j=1 Ur̄j(λᾱj)∏

1≤j<k≤N−s e(λᾱk , λᾱj)
=

N−s∏
j=1

exp(ξᾱj∂εN+1−j)
∏N−s
j=1 Ur̄j(λ+ εN+1−j)∏

1≤j<k≤N−s e(λ+ εN+1−j, λ+ εN+1−k)

∣∣∣∣∣
εj=0

. (5.47)

Ricostruendo il determinante N ×N , si ottiene

Ztop
r1,...,rs({λ}N , {ν}s) =

∏s
k=1

∏N
α=1 b(λα, νk)a(λα, νk)∏

1≤α<β≤N d(λβ, λα)d(να, νβ)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ(λ1, ν1) ... ϕ(λ1, νs) exp(ξ1∂εs+1) ... exp(ξ1∂εN )
. ... . ... .
. ... . ... .
. ... . ... .

ϕ(λN , ν1) ... ϕ(λN , νs) exp(ξN∂εs+1) ... exp(ξN∂εN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∏N−s
j=1 Ur̄j(λ+ εN+1−j)∏

1≤j<k≤N−s e(λ+ εN+1−j, λ+ εN+1−k)

∣∣∣∣∣
εs+1=···=εN=0

. (5.48)

Limite omogeneo e rappresentazione in polinomi ortogonali. Per
ottenere il limite omogeneo, dobbiamo effettuare i limiti, ν1, ..., νs → 0
e ξs+1, ..., ξN → 0 in questo ordine. Seguendo la procedura riportata in
appendice B, otteniamo

Ztop
r1,...,rs = (ab)Ns∏N−1

k=1 k!∏s−1
j=1 j!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ(λ) ... ∂s−1
λ ϕ(λ) 1 ... 1

. ... . ... .

. ... . ... .

. ... . ... .
∂N−1
λ ϕ(λ) ... ∂N−2+s

λ ϕ(λ) ∂N−1
εs+1 ... ∂N−1

εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N−s∏
j=1

[sin(εN+1−j)]N−r̄j [sin(εN+1−j − 2η)]r̄j−1

[sin(λ+ εN+1−j + η)]s∏
1≤j<k≤N−s

1
sin(εN+1−j − εN+1−k + 2η)

∣∣∣∣∣
{εj}=0

. (5.49)
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Al fine di rappresentare Ztop
r1,...,rs tramite integrali multipli, introduciamone

una rappresentazione ausiliare in termini di polinomi ortogonali (alcune pro-
prietà dei polinomi ortogonali sono riportate in appendice C). Un polinomio
in una sola variabile si dice monico se il coefficiente del termine di grado
massimo è uguale a 1. Consideriamo il set di polinomi monici {Pn(x)}∞n=0 ed
una funzione peso µ(x), con supporto Σ ⊂ R, tali che∫

Σ
Pn(x)Pm(x)µ(x)dx = hnδn,m, ∀m,n = 0, 1, 2, . . . . (5.50)

Definiamo il momento n-esimo del peso µ(x) come

cn =
∫

Σ
xnµ(x)dx, ∀n = 0, 1, 2, . . . . (5.51)

Per qualunque set di polinomi ortogonali monici, vale la seguente identità:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 ... cN−s−1 1 ... 1
. ... . ... .
. ... . ... .
. ... . ... .

cN−1 cN ... c2N−s−2 xN−1
1 ... xN−1

s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= h0h1 · · ·hN−s−1 det

1≤j,k≤s
{PN−s+j−1(xk)} .

(5.52)
Ponendo, nel caso in esame, cn := ∂n

∂λn
ϕ(λ), introduciamo, tramite la (5.52),

un set opportuno di polinomi monici {Pn(x)}∞n=0 nell’espressione (5.49). De-
finendo le seguenti quantità,

Kn(x) = n!ϕn+1(λ)
hn

Pn(x), (5.53)

ω(ε) = a

b

sin(ε)
sin(ε− 2η) , ω̃(ε) = b

a

sin(ε)
sin(ε+ 2η) , (5.54)

e osservando che

sin(εk + λ+ η) sin(εj + λ− η)
sin(εk − εj + 2η) = 1

ϕ(λ)
(1− ω̃(εk))(ω(εj)− 1)

ω̃(εk)ω(εj)− 1 , (5.55)
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otteniamo

Ztop
r1,...,rs =

ZN
∏N−s
j=1 t

r̄j

cN−sa
(N−s)(N−s−3)

2 b
(N−s)(N+s+1)

2
×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ks(∂εs+1) ... Ks(∂εN )
. ...... .
. ...... .
. ...... .

KN−1(∂εs+1) ... KN−1(∂εN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏

1≤j<k≤N−s

1
ω̃(εN+1−j)ω(εN+1−k)− 1×

×
N−s∏
j=1

[ω(εN+1−j)]N−s−j [ω̃(εN+1−j)]s+j−r̄j
(ω̃(εN+1−j)− 1)s

∣∣∣∣∣
εs+1=···=εN=0

, (5.56)

dove t è definito in (5.33).

Rappresentazione integrale. Con riferimento a [65], data una funzione
F qualunque, si può provare l’identità

KN−1(∂ε)F (ω̃(ε))
∣∣∣∣∣
ε=0

= 1
2πi

∮
C0

(z − 1)N−1

zN
h̃N(z)F (z)dz, (5.57)

dove C0 è un contorno d’integrazione sul piano complesso che circonda l’ori-
gine (e nessuna altra singolarità della funzione integranda) e h̃N è legata alla
funzione definita in (5.30) dalla relazione

h̃N(z) = zN−1hN

(1
z

)
. (5.58)

Introduciamo, inoltre,

h̃N,s(z1, · · · , zs) =
det1≤j,k≤s

{
zs−jk (zk − 1)j−1h̃N−s+j(zk)

}
∏

1≤j<k≤s(zk − zj)
(5.59)

e riesprimiamo la relazione tra ω e ω̃ in termini di t e ∆,

ω̃(ε) = t2ω(ε)
2∆tω(ε)− 1 . (5.60)

Dopo semplici calcoli, si giunge a

Ztop
r1,...,rs =

ZN
∏N−s
j=1 t̃

j−r̄j

cN−sb(N−s)(N−1)

∮
C0
...
∮
C0

dN−sz
(2πi)N−s

N−s∏
j=1

1
z
r̄j
j∏

1≤j<k≤N−s

zk − zj
t̃2zkzj − 2∆t̃zj + 1 h̃N,N−s(z1...zN−s), (5.61)

con t̃ = 1
t
.
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Funzione di partizione per la porzione inferiore del reticolo. Per
ottenere la funzione di partizione relativa alla parte inferiore del reticolo,
possiamo sfruttare le simmetrie del sistema. Si osserva, infatti, che le due
porzioni di reticolo studiate sono legate l’una all’altra da una trasformazione
di crossing. Per eseguire questa trasformazione sulla formula (5.61), dobbia-
mo scambiare a con b e, di conseguenza, t̃ con t. Inoltre, dalle definizioni
(5.54), si vede che lo scambio di a e b implica quello di ω e ω̃, con il conse-
guente scambio di h̃(z) e h(z). Infine, è necessario lo scambio di N − s con s
e, dato che, tramite questa trasformazione, i segmenti vuoti diventano pieni
e viceversa, di r̄j con rj. Così facendo, si ha

Zbot
r1,...rs =

ZN
∏s
j=1 t

j−rj

csas(N−1)

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

s∏
j=1

1
z
rj
j

×

×
∏

1≤j<k≤s

zk − zj
t2zkzj − 2∆tzj + 1hN,s(z1, ..., zs). (5.62)

Osserviamo che questa rappresentazione può essere ottenuta anche a partire
da

Zbot
r1,...,rs({λ}N , {νj}

N
j=s+1) = 〈⇓ |

 N∏
α=rs+1

B(λα)
A(λrs)

 rs−1∏
α=rs−1+1

B(λα)
 . . .

. . . A(λr1)
(
r1−1∏
α=1

B(λα)
)
| ⇑〉, (5.63)

procedendo come illustrato in questa sezione [66].

5.5.2 Un’altra rappresentazione per Ztop
r1,...,rs

e Zbot
r1,...,rs

La ricerca di nuove rappresentazioni per Ztop
r1,...,rs e Zbot

r1,...,rs è motivata dal fatto
che le due precedentemente ottenute, collegate tra loro da una trasformazione
di crossing, dipendono da due diversi set di indici e non è pertanto chiaro
come combinarle, effettuando le somme su un sottoinsieme di tali indici, in
modo da ottenere altre funzioni di correlazione. Per ottenere una differente
rappresentazione per Ztop

r1,...,rs , riscriviamo (5.40) come

Ztop
r1,...rs({λ}N , {ν}s) = 〈⇓ |

 N∏
j=rs+1

D(λj)
B(λrs)

 rs−1∏
j=rs−1+1

D(λj)
 ...

...B(λr1)
r1−1∏
j=1

D(λj)
 | ⇑〉. (5.64)
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Per spostare gli operatori D in modo tale da farli agire diagonalmente su
〈⇓ |, usiamo la relazione

B(λr1)
r1−1∏
j=1

D(λj) =
r1∑
k=1

g(λr1 , λk)
f(λr1 , λk)

 r1∏
j=1
j 6=k

f(λj, λk)D(λj)

B(λk), (5.65)

che possiamo dimostrare, utilizzando l’algebra di Yang-Baxter e procedendo
come per la (4.110). Si ottiene

Ztop
r1,...rs({λ}N , {ν}s) =

N∏
α=1

s∏
k=1

a(λα, νk)
rs∑

αs=1

rs−1∑
αs−1=1
αs−1 6=αs

...
r1∑

α1=1
α1 6=α2,...,αs

r1∏
β1=1
β1 6=α1

1
d(λα1 , λβ1) . . .

· · ·
rs∏

βs=1
βs 6=αs,..,α1

1
d(λαs , λβs)

s∏
j=1

∏rj−1
βj=1 e(λαj , λβj)∏s
k=1 a(λαj , νk)

Zs(λα1 , ..., λαs; ν1, .., νs)∏
1≤j<k≤s e(λαk , λαj)

.

(5.66)

Il passaggio chiave per ottenere la nuova rappresentazione integrale è
interpretare le somme sugli s indici come somme su residui e dunque riscrivere
Ztop
r1,...rs come s integrali sul piano complesso di un’opportuna funzione: come

illustrato in appendice D, si ha che, data una generica funzione F (z1, · · · , zs)
di s variabili complesse,

∮
Cλr1

dz1

2πi · · ·
∮
Cλrs

dzs
2πiF (z1, · · · , zs)

∏
1≤j<k≤s d(zk, zj)∏s

j=1
∏rj
βj=1 d(zj, λβj)

=

=
rs∑

αs=1

rs−1∑
αs−1=1
αs−1 6=αs

...
r1∑

α1=1
α1 6=α2,...,αs

F (λα1 , · · · , λαs)∏s
j=1

∏rj
βj=1
βj 6=α1,···αj

d(λαj , λβj)
, (5.67)

dove Cλrj è un cammino che circonda i soli poli
{
λ1 · · ·λrj

}
. Se scegliamo

F (λα1 , · · · , λαs) =

=
N∏
α=1

s∏
k=1

a(λα, νk)
s∏
j=1

∏rj−1
βj=1 e(λαj , λβj)∏s
k=1 a(λαj , νk)

 Zs(λα1 , ..., λαs; ν1, .., νs)∏
1≤j<k≤s e(λαk , λαj)

, (5.68)
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usando (5.67), si ha

Zr1,...rs
top ({λ}N , {ν}s) =

=
N∏
α=1

s∏
k=1

a(λα, νk)
∮
Cλr1

dz1

2πi · · ·
∮
Cλrs

dzs
2πi

s∏
j=1

∏rj−1
βj=1 e(zj, λβj)∏rj
βj=1 d(zj, λβj)

Zs(z1, · · · , zs; ν1, · · · , νs)∏s
j,k=1 a(zj, νk)

∏
1≤j<k≤s

d(zk, zj)
e(zk, zj)

. (5.69)

Limite omogeneo. Otteniamo il limite omogeneo ponendo νk = 0, k =
1, . . . , s, e λα = λ, α = 1, . . . , N . Per comodità, effettuiamo la trasformazione
sulla variabile di integrazione zj → zj + λ e ricordiamo la formula [65],

Zs(λ+ z1, · · · , λ+ zs, 0, · · · , 0) = Zshs,s(γ(z1), · · · , γ(zs))
s∏
j=1

[a(λ+ zj)]s−1

[a(λ)]s−1 ,

(5.70)
dove hs,s è definita in (5.31), mentre

γ(z) = a(λ)
b(λ)

b(λ+ z)
a(λ+ z) . (5.71)

Osserviamo che la funzione γ e la funzione u (definita in (5.34)) sono legate
dalla seguente relazione,

u(ω(z)) = γ(z). (5.72)
Sostituendo (5.70) in (5.69) e chiamando uj = γ(zj), con un po’ di algebra,
si giunge a

Ztop
r1,...rs = Zsa

s(N−s)
s∏
j=1

tj−rj
∮
C1
...
∮
C1

dsu
(2πi)s

s∏
j=1

(t2uj − 2∆t+ 1)rj−1

(uj − 1)rj∏
1≤j<k≤s

uk − uj
t2ujuk − 2∆tuj + 1hs,s(u1, ..., us), (5.73)

dove C1 è un cammino chiuso che circonda il punto uj = 1 e nessun altro
polo della funzione integranda.
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Funzione di partizione per la porzione inferiore del reticolo. Effet-
tuando le trasformazioni riportate nella sezione 5.5.1, si ottiene

Zbot
r1,...,rs = ZN−sb

s(N−s)××
N−s∏
j=1

t̃j−r̄j
∮
C1
...
∮
C1

dN−su
(2πi)N−shN−s,N−s(u1, ..., uN−s)

N−s∏
j=1

(t̃2uj − 2∆t̃+ 1)r̄j−1

(uj − 1)r̄j
∏

1≤j<k≤N−s

uk − uj
t̃2ujuk − 2∆t̃uj + 1 , (5.74)

rappresentazione relativa alla parte inferiore del reticolo corrispondente a
(5.73).

5.5.3 Rappresentazione tipo "funzione d’onda"
Un’altra rappresentazione può essere ottenuta dall’equivalenza tra il Bethe
ansatz algebrico e quello delle coordinate; a partire dal calcolo diretto per
s = 2 e s = 3, si può facilmente estendere il risultato per valore di s generico.

Caso s=2. Calcoliamo Ztop
r1,r2 e osserviamo che, per la ice rule e le DWBC,

abbiamo sempre un solo segmento vuoto sulla prima riga, in posizione p tale
che r1 ≤ p ≤ r2: chiamiamo WN,2(p; r1, r2) il peso statistico relativo a questo
stato. Se p 6= r1, r2, si ha

WN,2(p; r1, r2) = c1c
3
2
aN−1

1 aN2
b3

2

(
b2

a2

)r1+r2 (b1

b2

a2

a1

)p−1

, (5.75)

mentre

WN,2(r1; r1, r2) = c1c2
aN−1

1 aN+2
2

b3
2

(
b2

a2

)r1+r2 (b1

b2

a2

a1

)r1−1

(5.76)

e
WN,2(r2; r1, r2) = c1c2

aN−1
1 aN2
b2

(
b2

a2

)r1+r2 (b1

b2

a2

a1

)r2−1

, (5.77)

dove aj := a(λ, νj), bj := b(λ, νj) e cj := c(λ, νj). Si noti dunque che stiamo
considerando il reticolo omogeneo rispetto alle linee verticali, ma non rispetto
a quelle verticali.

La funzione Ztop
r1,r2 è data da

Ztop
r1,r2(λ, ν1, ν2) =

r2∑
p=r1

WN,2(p; r1, r2). (5.78)
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Introduciamo tj := bj
aj

e ricordiamo che possiamo scrivere la funzione d’onda
di Bethe per due particelle come

ψ(r1, r2; t1, t2) = tr1
1 t

r2
2 (1 + t1t2 − 2∆t1)− tr2

1 t
r1
2 (1 + t1t2 − 2∆t2). (5.79)

Con semplici passaggi, si giunge a

Ztop
r1,r2(λ, ν1, ν2) = c2 (a1a2)N−1

(t2 − t1)t1t2
ψ(r1, r2; t1, t2), (5.80)

dato che c1 = c2 = c.

Caso s=3 e s generico. Passiamo al calcolo di Ztop
r1,r2,r3 . Se chiamiamo p1

e p2 le posizioni dei segmenti vuoti nella seconda riga, per cui deve valere
r1 ≤ p1 ≤ r2 ≤ p2 ≤ r3, e chiamiamo WN,3(p1, p2; r1, r2, r3) il peso statistico
di questo stato, si ha

Ztop
r1,r2,r3(λ, ν1, ν2, ν3) =

r2∑
p1=r1

r3∑
p2=r2

WN,3(p1, p2; r1, r2, r3). (5.81)

Se r1 < p1 < r2 < p2 < r3,

WN,3(p1, p2; r1, r2, r3) = Zp1,p2
top

c5
3
b3

3
aN−2

3 tr1+r2+r3−p1−p2
3 =: W 0(p1, p2; r1, r2, r3).

(5.82)
A questi, aggiungiamo anche i casi particolari:

WN,3(r1, p2; r1, r2, r3) = W 0(r1, p2; r1, r2, r3)
(
a3

c3

)2
, (5.83)

WN,3(r2, p2; r1, r2, r3) = W 0(r2, p2; r1, r2, r3)
(
b3

c3

)2

, (5.84)

WN,3(p1, r2; r1, r2, r3) = W 0(p1, r2; r1, r2, r3)
(
a3

c3

)2
, (5.85)

WN,3(p1, r3; r1, r2, r3) = W 0(p1, r3; r1, r2, r3)
(
b3

c3

)2

, (5.86)

WN,3(r1, r2; r1, r2, r3) = W 0(r1, r2; r1, r2, r3)
(
a3

c3

)4
, (5.87)

WN,3(r2, r3; r1, r2, r3) = W 0(r2, r3; r1, r2, r3)
(
b3

c3

)4

, (5.88)
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WN,3(r1, r3; r1, r2, r3) = W 0(r1, r3; r1, r2, r3)
(
a3b3

c2
3

)2

. (5.89)

In (5.81), raccogliamo il fattore (a1a2a3)N−1 c3

a3b3
3

t
r1+r2+r3
3
t1t2(t2−t1) e valutiamo la ri-

manente somma.
Per semplicità, lavoriamo nel limite c → ∞ (corrispondente a ⇔ ∆ →

−∞); in tal caso, è sufficiente valutare il contributo dominante, che corri-
sponde al termine di ordine c5. Definiamo

θ1,2 := 1 + t1t2 − 2∆t1, θ2,1 := 1 + t1t2 − 2∆t2 (5.90)

e osserviamo che, nel limite in cui ci poniamo, c2 ' −2∆ab e −2∆ti ' θi,j.
Con un po’ di algebra, è possibile riconoscere in (5.81) la funzione d’onda,

ψ(r1, r2, r3; t1, t2, t3) :=
∑
P∈S3

(−1)[P ]
3∏
j=1

t
rj
P (j)

∏
1≤<j<k≤3

θP (j),P (k), (5.91)

e giungere così a

Ztop
r1,r2,r3(λ, ν1, ν2, ν3) = c3

3∏
j=1

aN−1
j

tj

∏
1≤<j<k≤3

1
tk − tj

ψ(r1, r2, r3; t1, t2, t3).

(5.92)
A questo punto, è immediato generalizzare il risultato per valori di s qualun-
que. Posta

ψ(r1, · · · , rs; t1, · · · , ts) :=
∑
P∈Ss

(−1)[P ]
s∏
j=1

t
rj
P (j)

∏
1≤<j<k≤s

θP (j),P (k), (5.93)

dal momento che vale

Ztop
r1,··· ,rs(λ, {ν}s) = cs

s∏
j=1

aN−1
j

tj

∏
1≤<j<k≤s

1
tk − tj

ψ(r1, . . . , rs; t1, · · · , ts),

(5.94)
si ottiene

Ztop
r1,...rs(λ, {ν}s) = cs

s∏
j=1

[a(λ, νj)]N−1 ∏
1≤j<k≤s

1
tk − tj

∑
P∈Ss

(−1)[P ]
s∏
j=1

t
rj−1
P (j)∏

1≤j<k≤s
(tP (j)tP (k) − 2∆tP (j) + 1). (5.95)
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Rappresentazione integrale. Per completare il limite omogeneo, ponen-
do tj = t + zj,∀j, e ricordando la (5.46), possiamo riscrivere la (5.95)
come

Ztop
r1,...rs = csa(N−1)s det

1≤j,k≤s

{
∂j−1
zk

(j − 1)!

}
 s∏
j=1

(t+ zj)rj−1 ∏
1≤j<k≤s

(1 + (t+ zj)(t+ zk)− 2∆(t+ zj))
 ∣∣∣∣∣

z1,··· ,zs=0
.

(5.96)

Per introdurre una rappresentazione integrale, esprimiamo le derivate come
residui di una opportuna funzione e sfruttiamo il teorema dei residui. Data
una generica funzione F (t + z1, · · · , t + zs), in virtù della multilinearità del
determinante, vale l’identità

det
1≤j,k≤s

{
∂j−1
zk

(j − 1)!

}
F (t+ z1, · · · , t+ zs)

∣∣∣∣∣
z1,··· ,zs=0

=

=
∮
C0

dsz
(2πi)s det

1≤j,k≤s

{( 1
zk

)j}
F (t+ z1, · · · , t+ zs). (5.97)

Sostituendo nella (5.96) e riscrivendo gli integrali nelle nuove variabili wj :=
zj+t
t
, arriviamo a

Ztop
r1,...rs = csas(N−1)

s∏
j=1

trj−j
∮
C1
...
∮
C1

dsw
(2πi)s

s∏
j=1

w
rj−1
j

(wj − 1)s∏
1≤j<k≤s

[
(wj − wk)(t2wjwk − 2∆twj + 1)

]
. (5.98)

Funzione di partizione per il reticolo inferiore. Con il solito set di
trasformazioni, otteniamo anche

Zbot
r1,...,rs = cN−sb(N−s)(N−1)

N−s∏
j=1

t̃r̄j−j
∮
C1
...
∮
C1

dN−sw
(2πi)N−s

N−s∏
j=1

w
r̄j−1
j

(wj − 1)N−s∏
1≤j<k≤N−s

(wj − wk)(t̃2wjwk − 2∆t̃wj + 1), (5.99)

funzione di partizione del modello omogeneo relativa al reticolo inferiore.
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5.6 Dalla probabilità di configurazione di riga
alla EFP

Come detto, uno dei motivi che ci spinge a studiare alcune rappresentazioni
della RCP è la possibilità di usarla come punto di partenza per il calcolo
di altre funzioni di correlazione: per cominciare, cerchiamo di ottenere da
H

(r1,...,rs)
N,s la rappresentazione (5.37) per la EFP.
Per scrivere una rappresentazione per la RCP, abbiamo bisogno di un’e-

spressione per Ztop
r1,...,rs e una per Zbot

r1,...,rs . Nella sezione precedente, ne abbia-
mo ricavate tre per ognuna di queste, alcune dipendenti dal set di indici {ri},
altre da {r̄j}. Per costruire una rappresentazione conveniente, è necessario
che Ztop

r1,...,rs e Zbot
r1,...,rs siano espresse in termini di indici dello stesso tipo. Una

possibilità è quella di usare la (5.98) per Ztop
r1,...,rs e la (5.62) per Zbot

r1,...,rs .
A partire da queste due espressioni e dalla (5.39), possiamo scrivere

H
(r1,...,rs)
N,s =

∮
C0

dsz
(2πi)s

∮
C1

dsw
(2πi)s

s∏
j=1

w
rj−1
j

z
rj
j (wj − 1)shN,s(z1, · · · , zs)

∏
1≤j<k≤s

[
(zk − zj)(wj − wk)

(
t2wjwk − 2∆twj + 1
t2zjzk − 2∆tzj + 1

)]
. (5.100)

Per capire in che modo la EFP sia collegata alla probabilità di configura-
zione di riga, osserviamo che questa descrive la probabilità di osservare s
segmenti pieni sui primi s spigoli della r-esima colonna, che è equivalente
alla probabilità di trovare N − s segmenti pieni sugli ultimi spigoli della s-
esima riga. Per questo motivo, avendo ordinato gli indici in modo tale che
1 ≤ r1 < r2 · · · < rs ≤ N , possiamo scrivere

F
(r,s)
N =

∑
1≤r1<...<rs≤r

H
(r1,...,rs)
N,s . (5.101)

Osserviamo che, se rj ≤ 0, la funzione integranda in (5.100) è regolare in zj =
0 e, dunque, l’integrale lungo C0 è nullo. Sostituendo in (5.101), possiamo
estendere la sommatoria fino a −∞ e ottenere

F
(r,s)
N =

∑
−∞<r1<...<rs≤r

H
(r1,...,rs)
N,s . (5.102)

Si può dimostrare (sviluppando in serie il membro di destra) che

∑
−∞<r1<...<rs≤r

s∏
i=1

1
xrii

=
s∏
i=1

1
xr−s+ii (1−∏i

l=1 xl)
. (5.103)
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Applicando questa relazione ponendo xj = zj
wj
, si arriva a

F
(r,s)
N =

∮
C1
...
∮
C1

dsw
(2πi)s

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

s∏
j=1

wrjz
s−r−j
j

(wj − 1)s(∏j
l=1wl −

∏j
l=1 zl)

hN,s(z1, ...zs)
∏

1≤j<k≤s

(
(zk − zj)(wj − wk)

t2wjwk − 2∆twj + 1
t2zjzk − 2∆tzj + 1

)
. (5.104)

Osserviamo che il fattore ∏s
j=1

wrj
(wj−1)s

∏
1≤j<k≤s(wj − wk) nell’integrale è to-

talmente antisimmetrico rispetto allo scambio delle variabili w1, · · · , ws. Sic-
come i contributi non nulli agli integrali su queste variabili provengono esclu-
sivamente dalla parte simmetrica della funzione integranda, possiamo limi-

tarci a questa, calcolando 1
s!A{wj}

[∏
1≤j<k≤s t

2wjwk−2∆twj+1∏s

j=1(
∏j

l=1 wl−
∏j

l=1 zl)

]
. In particolare,

definiamo

Φs(w1, . . . , ws; z1, · · · , zs) = 1
∆s(~w)A{wj}

∏1≤j<k≤s (t2wjwk − 2∆twj + 1)∏s
j=1(∏j

l=1wl −
∏j
l=1 zl)


(5.105)

e sostituiamo nella (5.104); ciò che otteniamo è

F
(r,s)
N = (−1)

s(s−1)
2

s!

∮
C1
...
∮
C1

dsw
(2πi)s

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

s∏
j=1

wrjz
s−r−j
j

(wj − 1)shN,s(z1, ...zs)

Φs(w1, . . . , ws; z1, · · · , zs)
∏

1≤j<k≤s

(
(wj − wk)2 zk − zj

t2zjzk − 2∆tzj + 1

)
. (5.106)

Al fine di ottenere un’espressione contenente solo s integrali, vogliamo cal-
colare gli integrali su {wj}sj=1; per fare ciò, denotiamo la presenza di poli di
ordine s nei punti wj = 1, j = 1, . . . , s. Si trova che, applicando il teore-
ma dei residui, solo le derivate di [∆s(~w)]2 contribuiscono all’integrale. In
particolare, si ottiene∮

C1
...
∮
C1

dsw
(2πi)s

s∏
j=1

wrj
(wj − 1)s

∏
1≤j<k≤s

(wj−wk)2Φs(w1, . . . , ws; z1, · · · , zs) =

= (−1)
s(s−1)

2 s!Φs(1, . . . , 1; z1, · · · , zs). (5.107)
Utilizzando quest’ultimo risultato in (5.106), abbiamo

F
(r,s)
N =

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

hN,s(z1, ...zs)
∏

1≤j<k≤s(t2zjzk − 2∆tzk + 1)∏s
j=1 z

r−s+j
j

∏s
j,k=1
j 6=k

(t2zjzk − 2∆tzj + 1)

Φs(1, . . . , 1; z1, · · · , zs)∆s(~z). (5.108)



85

Identità di Cantini e applicazione al calcolo della EFP
Per calcolare esplicitamente Φs(1, . . . , 1; z1, · · · , zs), riportiamo la seguente
identità (di Cantini [74]).

Dati due set di variabili complesse u1 · · ·us e v1 · · · vs, vale

A{uj}A{vi}

 ∏
1≤l<m≤s

(1 + ulum + τum)(1 + vlvm + τvm)
s∏
l=1

(ulvl)s−l

(1−∏l
i=1 uivi)

 =

=
 s∏
i,j=1

(ui + vj + τuivj)
 det

1≤i,j≤s

[
1

(1− uivj)(ui + vj + τuivj)

]
, (5.109)

dove A{uj} denota l’antisimmetrizzazione rispetto al set di variabili indicato.
La dimostrazione di questa relazione è riportata nell’appendice E. Possia-
mo riscrivere questa identità in modo più conforme alla nostra notazione:
ponendo ui = zit, vj = 1

wjt
e τ = −2∆,

A{wj}A{zi}
{∏

1≤l<m≤s zl(1 + zlzmt
2 − 2∆tzm)(1 + wlwmt

2 − 2∆twl)∏s
l=1(∏l

i=1wi −
∏l
i=1 zi)

}
=

=
 s∏
i,j=1

(t2ziwj − 2t∆zi + 1)
 det

1≤i,j≤s

[
1

(wj − zi)(t2ziwj − 2t∆zi + 1)

]
.

(5.110)

Valutando ambo i membri in corrispondenza di wj = 1, j = 1, . . . , s, si può
dimostrare che

1
∆s(~w)A{wj}A{zi}

[∏
1≤l<m≤s zl(1 + zlzmt

2 − 2∆tzm)(1 + wlwmt
2 − 2∆twl)∏s

l=1(∏l
i=1 wi −

∏l
i=1 zi)

] ∣∣∣∣∣
w1=···=ws=1

=

= (−1)
s(s+1)

2
∆s(~z)Zshs,s(u1, · · · , us)
csas(s−1)∏s

i=1(zi − 1)s
s∏
j=1

[
1 + (t2 − 2∆t)zj

]s−1
, (5.111)

dove uj := u(zj) e hs,s sono le stesse quantità definite nella sezione 5.3.
Torniamo alla relazione (5.108) e osserviamo che, per ragioni di simmetria,

l’unico contributo all’integrale sulle variabili {zj} viene da

A{zj}

 ∏
1≤j<k≤s

[
(t2zjzk − 2∆tzk + 1)zj

]
Φs(1, . . . , 1; z1, . . . , zs)

 =

=
A{wj},{zi}

∆s(~w)

[∏
1≤l<m≤s zl(1 + zlzmt

2 − 2∆tzm)(1 + wlwmt
2 − 2∆twl)∏s

l=1(∏l
i=1wi −

∏l
i=1 zi)

] ∣∣∣∣∣
w1=···=ws=1

.

(5.112)
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Possiamo allora sostituire l’identità (5.111) in (5.108), giungendo a

F
(r,s)
N = (−1)

s(s+1)
2

s!
Zs

csas(s−1)

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

∏s
j=1 (1 + (t2 − 2∆t)zj)s−1∏s
j,k=1
j 6=k

(t2zjzk − 2∆tzj + 1)×

× [∆s(~z)]2 hs,s(u1, . . . , us)hN,s(z1, ...zs)∏s
j=1(zj − 1)szrj

, (5.113)

che è proprio la seconda rappresentazione della EFP in (5.37).

5.7 Funzione di correlazione ad un punto
La quantità a cui siamo maggiormente interessati è la funzione di correlazio-
ne ad un punto (anche detta polarizzazione): questa è direttamente collega-
ta al gradiente della forma limite e costituisce l’informazione più completa
possibile sul comportamento del modello nel limite di scaling.

Definiamo la componente verticale della polarizzazione V (r,s)
N come la pro-

babilità di avere un segmento pieno in r-esima posizione, sulla riga s-esima;
detto er,sV lo spigolo in tale posizione,

V
(r,s)
N =

∑
S

P (S)χer,sV (S). (5.114)

Analogamente, la componente orizzontale della polarizzazione O(r,s)
N è la pro-

babilità di trovare un segmento pieno in s-esima posizione, sulla r-esima
colonna,

O
(r,s)
N =

∑
S

P (S)χer,sO (S), (5.115)

dove er,sO è lo spigolo nella suddetta posizione. Osserviamo che, in virtù della
simmetria di crossing e di quella sotto riflessione rispetto alle diagonali del
reticolo, possiamo esprimere O(r,s)

N in termini di V (r,s)
N .

Per scrivere la componente verticale della polarizzazione in termini della
RCP, definiamo una funzione di correlazione intermedia,

A
(r,s)
N,l =

∑
1≤r1<...<rl<r
r<rl+1<...<rs≤N

H
(r1,...,rs)
N,s , (5.116)

che misura la probabilità di avere, sulla s-esima riga, l segmenti vuoti a destra
dello spigolo in posizione r-esima e gli altri s− l a sinistra. La funzione V (r,s)

N

non dipende da quanti segmenti vuoti ci sono a destra dello spigolo r-esimo
e, pertanto, si ha

V
(r,s)
N =

s∑
l=0

A
(r,s)
N,l . (5.117)
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Si può dimostrare che la rappresentazione (5.100) si annulla se, per qual-
che j, rj ≤ 0 o rj ≥ N + 1: possiamo perciò scrivere

A
(r,s)
N,l =

∑
−∞<r1<...<rl<r
r<rl+1<...<rs<+∞

H
(r1,...,rs)
N,s . (5.118)

Utilizzando l’identità (5.103) e una sua variante, ovvero,

∑
r<rl+1<...<∞

s∏
j=l+1

x
rj
j =

s∏
j=l+1

xr+j−l

(1−∏s
k=j xk)

, (5.119)

si ottiene

A
(r,s)
N,l =

∮
C0

dsz
(2πi)s

∮
C1

dsw
(2πi)s

[
∆s(−~w)∏s

j=1w
1−r
j (wj − 1)s

]
×

×

 l∏
j=1

1
zj−l−1
j (∏j

k=1wk −
∏j
k=1 zk)

s∏
j=l+1

wj−lj

(∏s
k=j zk −

∏s
k=j wk)

×

×
∏

1≤j<k≤s

(
t2wjwk − 2∆twj + 1

) (
t2zjzk − 2∆tzk + 1

)×
×

 ∆s(~z)hN,s(z1, . . . , zs)∏s
j=1 z

r
j

∏s
j,k=1
j 6=k

t2zjzk − 2∆tzj + 1

 . (5.120)

Questa formula costituisce il risultato principale del lavoro di tesi.
L’espressione (5.120) mostra delle similitudini con (5.104). Questo sug-

gerisce di simmetrizzare la funzione integranda in (5.120) tramite l’identità
(5.110): al momento, in virtù delle complicazioni che sorgono rispetto al caso
precedente, non è ancora chiaro come procedere in questo calcolo.

Concludiamo questa sezione fornendo un’interpretazione per la funzione
A

(r,s)
N,l . Introduciamo una funzione altezza, definita sulle facce del reticolo, il

cui valore sia tale che, considerato un certo uno stato del sistema:

• date due facce separate da un segmento pieno, passando da una faccia
all’altra muovendosi verso sinistra o verso l’alto, l’altezza aumenti di 1,
mentre, muovendosi nei versi contrari, l’altezza diminuisca di 1;

• date due facce separate da un segmento vuoto, passando dall’una al-
l’altra, l’altezza rimanga costante.

Se imponiamo che il valore sul bordo sia pari a quello riportato in figura
5.3, possiamo scrivere il valore della funzione altezza sulla faccia individuata
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Figura 5.3: Le condizioni al contorno per la nuova funzione altezza su un
reticolo 9× 9.

dall’intersezione tra la colonna r-esima e la riga s-esima come

hN(r, s) := numero di segmenti pieni sui primi r spigoli della s-esima riga.
(5.121)

Possiamo pertanto concludere che A(r,s)
N,l misura la probabilità che hN(r, s) =

r − l.

5.8 Condizioni al contorno a parete di
dominio parziali

Consideriamo il modello a sei vertici su un reticolo quadrato con N − s
linee orizzontali e N linee verticali e imponiamo le cosiddette condizioni al
contorno a parete di dominio parziali, introdotte in [70]: ciò consiste nel porre
segmenti vuoti sugli spigoli esterni in basso e a destra, segmenti pieni sugli
spigoli esterni a sinistra e lasciare liberi gli spigoli esterni in alto. Indichiamo
la funzione di partizione di questo modello con Zparz

N,N−s.
Dalla definizione segue che

Zparz
N,N−s =

∑
1≤r1<...<rs≤N

Zbot
r1,...rs . (5.122)

Sostituendo (5.62), si osserva che, anche stavolta, possiamo estendere la som-
ma fino a −∞. Utilizzando la relazione (5.103), si giunge, per il modello
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omogeneo, a

Zparz
N,N−s =

ZN
∏s
j=1 t

j

csas(N−1)

∮
C0
...
∮
C0

dsz
(2πi)s

s∏
j=1

1
(tzj)N−s+j(1−

∏j
l=1 tzj)

hN,s(z1, ..., zs)∆s(~z)
∏

1≤j<k≤s t
2zjzk − 2∆tzk + 1∏s

j=1
j 6=k

t2zjzk − 2∆tzj + 1 . (5.123)

Per ragioni di simmetria, l’unico contributo all’integrale verrà dalla parte
simmetrica della funzione integranda. Osservando che il fattore

∆s(~z)hN,s(z1, ..., zs)∏s
j=1(tzj)N

∏s
j=1
j 6=k

t2zjzk − 2∆tzj + 1 (5.124)

è antisimmetrico rispetto allo scambio delle variabili z1, . . . , zs, è necessario
calcolare

1
s!A{ζ1,...,ζs}

∏
1≤j<k≤s(ζjζk − 2∆ζk + 1)ζj∏s

j=1(1−∏j
l=1 ζl)

, (5.125)

dove si è posto ζj := tzj.
L’espressione antisimmetrizzata, per un generico valore di ∆, non è ancora

stata ottenuta, ma, sulla base di calcoli analitici e numerici effettuati per
alcuni valori di ∆ o di s, si può congetturare l’identità

A{ζ1,...,ζs}

∏
1≤j<k≤s(ζjζk − 2∆ζk + 1)ζj∏s

j=1(1−∏j
l=1 ζl)

= ∆s(−~ζ)Ps(~ζ)∏s
j=1(1− ζj)

∏
1≤j<k≤s(1− ζjζk)

,

(5.126)
dove Ps è un polinomio di grado s− 1 in ogni variabile, simmetrico rispetto
allo scambio di ζ1, . . . , ζs.

Il polinomio Ps è noto al momento solo per due valori di ∆. Se ∆ = 1, si
ha

Ps(~ζ) =
∏

1≤j<k≤s
(1− ζjζk), (5.127)

da cui [71]

A{ζ1,...,ζs}

∏
1≤j<k≤s(ζjζk − 2ζk + 1)ζj∏s

j=1(1−∏j
l=1 ζl)

= ∆s(−~ζ)∏s
j=1(1− ζj)

. (5.128)

Se, invece, ∆ = 0, abbiamo provato che

Ps(~ζ) =
∏

1≤j<k≤s
(1 + ζjζk) (5.129)
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e quindi

A{ζ1,...,ζs}

∏
1≤j<k≤s(ζjζk + 1)ζj∏s
j=1(1−∏j

l=1 ζl)
=

∆s(−~ζ)∏1≤j<k≤s(ζjζk + 1)∏s
j=1(1− ζj)

∏
1≤j<k≤s(1− ζjζk)

. (5.130)

La dimostrazione di questa formula è analoga a quella dell’identità di Cantini
(si veda l’appendice E), con la differenza che, in questo caso, l’antisimme-
trizzazione è effettuata rispetto ad un solo set di s variabili.

Grazie a (5.123) e (5.130), possiamo studiare il limite di scaling di questo
modello per ∆ = 0: in appendice F è riportato il calcolo della densità di seg-
menti vuoti sul bordo inferiore del reticolo. Questa quantità è direttamente
collegata alla componente lungo il bordo del gradiente della forma limite.

5.9 Considerazioni conclusive
Il principale risultato di questo lavoro di tesi è la rappresentazione (5.120)
per la funzione di correlazione ad un punto. L’obiettivo futuro è quello di
studiare il limite di scaling di questa quantità per ricavare informazioni più
complete possibile sul comportamento del modello, in particolare sulla sua
forma limite. In questa tesi sono stati ottenuti anche alcuni altri risultati.

Nella sezione 5.6, abbiamo dimostrato in maniera alternativa la formula
(5.37) per la EFP; nel procedimento, è stata utilizzata l’interessante identità
(5.110). Questa stessa identità potrebbe portare ad una semplificazione della
(5.120) in vista dello studio del suo comportamento asintotico nel limite di
scaling.

In questo lavoro, è stato anche considerato il modello con condizioni al
contorno a parete di dominio parziali, altro esempio in cui si osserva sepa-
razione spaziale delle fasi. Nella sezione 5.8, abbiamo ricavato una rappre-
sentazione integrale per la funzione di partizione. Poiché siamo riusciti a
simmetrizzare la funzione integranda solo per ∆ = 0 e ∆ = 1, lo studio del
limite di scaling è accessibile al momento solo in questi due casi. Per ∆ = 1,
il calcolo è banale e il risultato non particolarmente interessante. Per ∆ = 0,
invece, si hanno risultati non banali, riportati in appendice F.



Appendice A

Derivazione della
rappresentazione di
Izergin-Korepin

Seguendo [63], diamo un derivazione della formula di Izergin-Korepin. Trove-
remo una relazione di ricorrenza che lega la funzione di partizione sul reticolo
N ×N a quella sul reticolo N − 1×N − 1. Sostituendo la rappresentazione
(5.22) in questa relazione, se ne dimostra la validità.

Introduciamo una funzione di correlazione locale, detta polarizzazione
spontanea di bordo. Questa descrive la probabilità di trovare un segmento
vuoto sull’ultima linea orizzontale, nellaM−1-esima colonna. Se indichiamo
eM−1,N
O lo spigolo nella suddetta posizione, possiamo scrivere questa funzione
di correlazione come,

G
(M)
N = 1−

∑
S

P (S)χeM−1,N
O

(S). (A.1)

In termini del QISM, G(M)
N è la funzione di correlazione ad un punto del

proiettore di spin locale 1+σ(z)
N

2 ; infatti, possiamo scrivere

G
(M)
N ({λ} , {ν}) = 1

ZN ({λ} , {ν})×

×
(

N∏
k=1

k〈↓ |
)
B(λN) . . . B(λM)

1 + σ
(z)
N

2

B(λM−1) . . . B(λ1)
(
N∏
l=1
| ↑〉l

)
.

(A.2)

Decomponiamo la matrice di monodromia verticale nel prodotto di due
matrici,

Tα(λα) = TαN(λα)T̄α(λα), (A.3)
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dove

TαN(λα) = LαN(λα, νN) =
aαN 1+σ(z)

N

2 + bαN
1−σ(z)

N

2 cαNσ
(−)
N

cαNσ
(+)
N aαN

1−σ(z)
N

2 + bαN
1+σ(z)

N

2

 :=

=
(
AN(λα) BN(λα)
CN(λα) DN(λα)

)
(A.4)

e

T̄α(λα) = Lα(N−1)(λα, νN−1) . . . Lα(1)(λα, ν1) :=
(
Ā(λα) B̄(λα)
C̄(λα) D̄(λα)

)
. (A.5)

Questa decomposizione è nota come modello a due siti. Notiamo che ogni
elemento di TαN commuta con ogni elemento di T̄α e che ogni set di opera-
tori nelle due matrici soddisfa l’algebra di Yang-Baxter (4.78)-(4.90). Dal
momento che

B(λα) = AN B̄ +BND̄, (A.6)
e siccome posso fare agire diagonalmente sugli stati esterni tutti gli operatori
di TαN ,∀α, abbiamo ridotto il problema del calcolo di (A.2) a quello di un
prodotto scalare che coinvolge solo operatori B̄ e D̄; si ottiene, infatti,

G
(M)
N ({λ} , {ν}) = sin 2η

ZN ({λ} , {ν})

N∑
β=M

N∏
α=β+1

sin(λα−νN−η)
β−1∏
α=1

sin(λα−νN+η)
(
N−1∏
k=1

k〈↓ |
)
B̄(λN) . . . B̄(λβ+1)D̄(λβ)B̄(λβ−1) . . . B̄(λ1)

(
N−1∏
l=1
| ↑〉l

)
. (A.7)

In quest’ultima espressione, consideriamo il termine con β = M ; al fine
di far agire D̄(λM) sullo stato esterno, osserviamo che
(
N−1∏
k=1

k〈↓ |
)
B̄(λN) . . . B̄(λM + 1)D̄(λM)B̄(λM−1) . . . B̄(λ1)

(
N−1∏
l=1
| ↑〉l

)
=

=
N−1∏
l=1

sin(λM − νl + η)
N∏

γ=M+1
f(λM , λγ)

(
N−1∏
k=1

k〈↓ |
)
B̄(λN) . . . B̄(λM+1)B̄(λM−1) . . . B̄(λ1)

(
N−1∏
l=1
| ↑〉l

)
+altri termini,

(A.8)

dove gli altri termini contengono prodotti scalari in cui figura l’operatore
B̄(λM). Possiamo verificare questa relazione, in modo analogo a quanto
visto nella sezione 5.1.
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Dall’espressione (A.2), risulta evidente la simmetria di G(M)
N rispetto allo

scambio di λM , . . . , λN ; dunque, i termini non scritti esplicitamente sono
ottenuti permutando questo set di parametri spettrali. Sostituendo in (A.7),
si ha

G
(M)
N ({λ} , {ν}) = sin 2η

ZN ({λ} , {ν})

N∏
α=M

sin(λα−νN−η)
M−1∏
α=1

sin(λα−νN +η)

N∑
β=M

∏N−1
l=1 sin(λβ − νl + η)
sin(λβ − νN − η)

N∏
γ=M
γ 6=β

f(λβ, λγ)ZN−1({λα}α 6=β , {νk})k 6=N , (A.9)

dove è stata utilizzata (5.21) per la funzione di partizione sul reticolo N −
1×N − 1.

Osservando che G(1)
N = 1 e sfruttando la simmetria di ZN rispetto allo

scambio di ν1, . . . , νN , si trova

ZN ({λ} , {ν}) = sin 2η
N∑
β=1

N∏
α=1
α 6=β

sin(λα − νj − η)
N∏
k=1
k 6=j

sin(λβ − νk + η)×

×
N∏
γ=1
γ 6=β

f(λβ, λγ)ZN−1({λα}α 6=β , {νk}k 6=j). (A.10)

Questa è la relazione di ricorrenza cercata: si dimostra che l’espressione
(5.22) soddisfa questa formula ed è consistente con la condizione iniziale
Z1 = c = sin 2η. Dunque, è una rappresentazione per la funzione di partizione
del modello a sei vertici non omogeneo con DWBC su reticolo N ×N .



Appendice B

Limite omogeneo

Riportiamo il calcolo del limite omogeneo della formula di Izergin-Korepin,
seguendo quanto illustrato in [62]. Tale procedura può essere estesa anche al
caso di altre funzioni di correlazione, come visto nella sezione 5.5.
Ricordiamo che il limite omogeneo consiste nel valutare la funzione di parti-
zione in corrispondenza di λα = λ, α = 1, . . . , N e νk = 0, k = 1, . . . , N .

Ripartendo da (5.22), possiamo porre λ1 = λ. Se λ2 = λ, si annullano sia
il numeratore che il denominatore. Per valutare questa forma indeterminata,
ci concentriamo sulla matriceM e sviluppiamo la funzione ϕ(λ2, νk) in serie
di Taylor intorno a λ,

ϕ(λ2, νk) = ϕ(λ, νk) + (λ2 − λ)ϕ′(λ, νk) + o ((λ2 − λ)) , (B.1)

dove ϕ′ indica la derivata parziale di ϕ rispetto a λ. Eliminiamo il termine
di ordine zero sottraendo la prima riga dalla seconda (operazione che non
altera il determinante). I termini contenuti nella seconda riga saranno ora
della forma

(λ2 − λ)ϕ′(λ, νk) + 1
2!(λ2 − λ)2ϕ′′(λ, νk) + o

(
(λ2 − λ)2

)
. (B.2)

Fattorizziamo fuori dal determinante (λ2 − λ) che si semplifica, nel limite
λ2 → λ, con lo zero del denominatore. Successivamente, espandiamo in serie
di Taylor gli elementi della terza riga e sottraiamo loro gli elementi della
prima riga e quelli della seconda moltiplicati per (λ3 − λ): ciò che resta è
1
2!(λ3 − λ)2ϕ′′(λ, νk) + o ((λ3 − λ)2): estraendo (λ3 − λ)2, vengono cancellati
altri due fattori nulli a denominatore. Iterando, si osserva che, nel limite,
tutti i fattori di ∏1≤α<β≤N d(λβ − λα) vengono semplificati da quelli estratti
dal determinante. Ricordando i fattoriali che vengono dallo sviluppo in serie
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di Taylor, si giunge a

ZN(λ, {ν}) =
∏N
k=1 (a(λ, νk)b(λ, νk))N∏N−1

j=1 j!∏1≤j<k≤N d(νj, νk)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ(λ, ν1) . . . ϕ(λ, νk) . . . ϕ(λ, νN)
ϕ′(λ, ν1) . . . ϕ′(λ, νk) . . . ϕ′(λ, νN)

. . .

. . .

. . .
ϕ(β−1)(λ, ν1) . . . ϕ(β−1)(λ, νk) . . . ϕ(β−1)(λ, νN)

. . .

. . .

. . .
ϕ(N−1)(λ, ν1) . . . ϕ(N−1)(λ, νk) . . . ϕ(N−1)(λ, νN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (B.3)

dove abbiamo indicato le derivate parziali di ordine β rispetto a λ con ϕ(β).
Questa formula rappresenta la funzione di partizione del modello omogeneo
lungo le linee verticali, ma non lungo quelle orizzontali.
A questo punto, possiamo svolgere anche il limite νk → 0, k = 1, . . . , N .
Applichiamo la stessa procedura, valutando un limite dopo l’altro, in ordine
crescente nell’indice k. In questo caso, sviluppando in serie di Taylor i vari
elementiM, si eliminano i termini di ordine più basso tramite operazioni di
colonna. Alla fine del calcolo, si ottiene proprio la relazione (5.25).



Appendice C

Richiami sui polinomi
ortogonali

Abbiamo visto che, tramite l’introduzione di un opportuno set di polinomi
ortogonali, è possibile ottenere la rappresentazione (5.56) per la funzione di
partizione Ztop

r1,...,rs . Riportiamo, per completezza, alcune proprietà dei poli-
nomi ortogonali.

Indichiamo con L2
α([a, b]) lo spazio di Hilbert delle funzioni f tali che∫ b

a |f(x)|2α(x)dx <∞.

Definizione (Sistema ortogonale). Sia α(x) una funzione non negativa sul-
l’intervallo [a, b] (che chiamiamo funzione peso) e sia {ϕj}lj=0 un set di fun-
zioni appartenenti allo spazio L2

α([a, b]) . Diciamo che {ϕj}lj=0 è un sistema
ortogonale rispetto al peso α(x) se

(ϕi, ϕj) :=
∫ b

a
ϕi(x)ϕj(x)α(x)dx = hiδi,j, i, j = 0, . . . , l. (C.1)

Osserviamo che un sistema ortogonale è definito sempre a meno di un
fattore moltiplicativo costante per ogni elemento. Inoltre, dato un insieme
{fj}lj=0 di funzioni nello spazio L2

α([a, b]) linearmente indipendenti tra loro,
è sempre possibile costruire un sistema ortogonale. Infatti, è facile verificare
che

ϕj(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(f0, f0) ... (f0, fj)
(f1, f0) ... (f1, fj)

. ... .

. ... .
(fj−1, f0) ... (fj−1, fj)
f0(x) ... fj(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, j = 0, . . . , l, (C.2)
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è ortogonale a ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕj−1(x). Da ciò si ottiene

(ϕi, ϕj) = 0, i 6= j, i, j = 0, 1, . . . , l. (C.3)

Consideriamo il set di funzioni linearmente indipendenti {xj}∞j=0 e co-
struiamo {pj(x)}∞j=0 tale che

pj(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1, 1) ... (1, xj)
(x, 1) ... (x, xj)
. ... .
. ... .

(xj−1, 1) ... (xj−1, xj)
1 ... xj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, j = 0, 1, 2, . . . . (C.4)

Questo insieme definisce un sistema di polinomi ortogonali; vale, infatti,
(pi, pj) = hiδi,j, i, j = 0, 1, 2, . . . . Al variare della funzione peso α(x), che al
momento lasciamo del tutto generica, otteniamo le varie classi di polinomi
ortogonali (si veda [72]). In base a questa costruzione, è evidente che, per co-
struire un sistema di polinomi ortogonali, è sufficiente scegliere una funzione
peso α(x).

Un polinomio si dice monico se il coefficiente del termine di grado massimo
è uguale a 1. Detto kj il coefficiente del termine di grado massimo di pj(x),
costruiamo il set di polinomi ortogonali monici {Pj(x)}∞j=0 tali che

Pj(x) = 1
kj
pj(x), j = 0, 1, 2, . . . . (C.5)

Definiamo il momento n-esimo del peso α(x) come

cn =
∫ b

a
xnα(x)dx, n = 0, 1, 2 . . . , (C.6)

e indichiamo con Gn il determinante

Gn :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 ... cn
c1 ... cn+1
. ... .
. ... .
cn ... c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (C.7)

Notiamo che, definendo G
(j)
n−1 il determinante della matrice in (C.7) a cui

sono state rimosse l’ultima riga e la j-ima colonna, possiamo esprimere il
generico Pn(x) come

Pn(x) =
n∑
j=1

(−1)n−jG(j)
n−1x

j. (C.8)
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Così facendo, si verifica che

hn := (Pn, Pn) = Gn

Gn−1
(C.9)

e, da questa,
n−1∏
j=0

hj = Gn. (C.10)

Queste ultime identità sono utili per verificare la relazione (5.52).

Proposizione. Dato un set di polinomi ortogonali monici, si ha, per k < n,
n, k = 0, 1, 2, . . . ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 ... cn−k−1 1 ... 1
. ... . ... .
. ... . ... .
. ... . ... .

cn−1 cn ... c2n−k−2 xn−1
1 ... xn−1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= h0h1 · · ·hn−k−1 det

1≤j,l≤k
{Pn−k+j−1(xl)} .

(C.11)

Dimostrazione. Siano A e B due matrici tali che Aij = xi−1
j e Bij = Pi−1(xj),

con i, j = 1, . . . , n. Siccome ogni Bij è combinazione lineare degli elementi
della matrice A e i polinomi Pj(x), j = 0, 1, 2, . . . , sono monici, si ha

detA = detB. (C.12)

Moltiplicando entrambi i membri per ∏n−k
l=1

∫
α(xl)xl−1

l dx, sfruttando l’iden-
tità (C.10) e l’ortogonalità dei polinomi, si ottiene, opportunamente rinomi-
nando le variabili, l’equazione (C.11).



Appendice D

Dimostrazione dell’identità
(5.67)

In questa appendice, riportiamo la dimostrazione dell’identità (5.67), che
permette di scrivere una somma di termini come integrali sul piano complesso
di un’opportuna funzione.

Vogliamo provare che

∮
Cλr1

dz1

2πi · · ·
∮
Cλrs

dzs
2πiF (z1, · · · , zs)

∏
1≤j<k≤s d(zk, zj)∏s

j=1
∏rj
βj=1 d(zj, λβj)

=

=
rs∑

αs=1

rs−1∑
αs−1=1
αs−1 6=αs

...
r1∑

α1=1
α1 6=α2,...,αs

F (λα1 , · · · , λαs)∏s
j=1

∏rj
βj=1
βj 6=α1,···αj

d(λαj , λβj)
, (D.1)

dove, Cλrj è un cammino che circonda i soli poli
{
λ1 . . . λrj

}
. Ricordiamo

che i parametri spettrali λ1, . . . , λrs , essendo definiti, nella parametrizzazione
scelta, tra η e π − η, con 0 < η < π

2 , si trovano tutti nella striscia verticale
di piano complesso compresa tra 0 e π.

Partiamo da un caso più semplice e calcoliamo l’integrale

I(λ1, . . . , λrs) =
∮
Cλr1

dz1

2πi · · ·
∮
Cλrs

dzs
2πiF (z1, · · · , zs)

∏
1≤j<k≤s(zk − zj)∏s

j=1
∏rj
βj=1(zj − λβj)

.

(D.2)
Eseguiamo prima l’integrale sulla variabile z1: il circuito Cλr1

contiene, per
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definizione, r1 poli. Applicando il teorema dei residui, si ha

I(λ1, · · · , λrs) =
r1∑

α1=1

∮
Cλr2

dz2

2πi · · ·
∮
Cλrs

dzs
2πiF (λα1 , · · · , zs)×

×
∏s
j=2(zj − λα1)∏2≤j<k≤s(zk − zj)∏s

j=2
∏rj
βj=1(zj − λβj)

∏r1
β1=1
β1 6=α1

(λα1 − λβ1) . (D.3)

Eseguendo poi gli integrali successivi, da quello su z2 fino a quello su zs, si
osserva che i fattori che compaiono a numeratore si semplificano con alcuni
dei fattori a denominatore. Così facendo, si giunge a

I(λ1, · · · , λrs) =
rs∑

αs=1

rs−1∑
αs−1=1
αs−1 6=αs

...
r1∑

α1=1
α1 6=α2,...,αs

F (λα1 , · · · , λαs)∏s
j=1

∏rj
βj=1
βj 6=α1,···αj

(λαj − λβj)
. (D.4)

Se, invece, consideriamo il membro di sinistra della (D.1), dobbiamo tenere
conto che la funzione d(z, ν) è periodica di periodo 2π e ha un numero infinito
di poli del tipo z = ν + κπ, κ ∈ Z. La procedura illustrata sopra funziona
ancora in modo identico, a patto di considerare Cλri , i = 1, . . . , s, contenuti
completamente nella striscia verticale di piano complesso compresa tra 0 e
π (che, come osservato sopra, contiene tutti i poli intorno a cui integriamo).
Con questa accortezza, si dimostra (D.1).



Appendice E

Dimostrazione dell’identità di
Cantini

In questa appendice, riportiamo la dimostrazione dell’identità [74]

A{uj}A{vi}

 ∏
1≤l<m≤s

(1 + ulum + τum)(1 + vlvm + τvm)
s∏
l=1

(ulvl)s−l

(1−∏l
i=1 uivi)

 =

=
 s∏
i,j=1

(ui + vj + τuivj)
 det

1≤i,j≤s

[
1

(1− uivj)(ui + vj + τuivj)

]
, (E.1)

dove {uj} e {vk} sono due set di s variabili complesse e τ è un parametro
complesso arbitrario.

Indichiamo con Rs({u} , {v}) il membro di destra della relazione e con
Ls({u} , {v}) quello di sinistra. Procediamo per induzione: per s = 1, è im-
mediato verificare che L1(u, v) = R1(u, v). Adesso supponiamo vera l’identità
per il passo s− 1 (ipotesi induttiva) e dimostriamo che questo implica

Rs({u} , {v}) = Ls({u} , {v}). (E.2)

Per prima cosa, osserviamo che possiamo scrivere

Rs({u} , {v}) = ∆s(~u)∆s(~v)R̃s({u} , {v})∏s
i,j=1(1− uivj)

, (E.3)

con R̃s({u} , {v}) polinomio di grado s−1, simmetrico separatamente rispetto
allo scambio delle variabili {u} e delle variabili {v}.

Se adesso dimostriamo che (1−∏s
i=1 uivi)Ls({u} , {v}), come funzione

delle uj, presenta dei poli in uj = 1
vi
, i, j = 1, . . . , s, con considerazioni di
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simmetria e di conteggio di potenze, possiamo scrivere(
1−

s∏
i=1

uivi

)
Ls({u} , {v}) = ∆s(~u)∆s(~v)L̃s({u} , {v})∏s

i,j=1(1− uivj)
, (E.4)

dove L̃s({u} , {v}) è un polinomio di grado s, simmetrico separatamente
rispetto allo scambio delle variabili dei due set.

Per verificare la struttura dei poli, è sufficiente sviluppare le antisimme-
trizzazioni in Ls,(

1−
s∏
i=1

uivi

)
Ls({u} , {v}) =

s∑
h,k=1

(−1)h+k
s∏
i 6=h

ui(1 + uiuh + τuh)

s∏
j 6=k

vj(1 + vjvk + τvk)Ls−1({u} /uh, {v} /vk), (E.5)

dove abbiamo indicato con {u} /uh un set di variabili in cui è stata rimossa
la h-esima. Usando l’ipotesi induttiva,

Ls−1({u} /uh, {v} /vk) = Rs−1({u} /uh, {v} /vk), (E.6)

si verifica che i poli di (1−∏s
i=1 uivi)Ls({u} , {v}) sono quelli menzionati in

precedenza.
Eguagliando (E.3) e (E.4), si ha che, per dimostrare l’identità di partenza,

è sufficiente provare

R̃s({u} , {v})
(

1−
s∏
i=1

uivi

)
= L̃s({u} , {v}). (E.7)

Dal momento che questa è un’identità tra due polinomi di grado s in ciascuna
delle variabili uj, ci basta mostrare che i due membri coincidono su s+1 valori
della variabile u1 (possiamo sceglierne una qualunque, dato che la simmetria
dell’identità le rende equivalenti). Si può dimostrare, sfruttando l’ipotesi
induttiva, che

Resu1= 1
vj

Ls({u} , {v}) = Resu1= 1
vj

Rs({u} , {v}), j = 1, . . . , s. (E.8)

Questo implica che i due membri di (E.7) sono uguali se valutati per u1 =
1
vj
, j = 1, . . . , s. Per completare la dimostrazione, verifichiamo che la (E.7)

u1 = 0. Chiamiamo M la matrice che compare nel determinante in Rs

valutata per u1 = 0; in questo modo,

Rs({u} , {v})
∣∣∣∣∣
u1=0

=
s∏
j=1

vj
∏

2≤i≤s
1≤j≤s

(ui + vj + τuivj) detM. (E.9)
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D’altra parte, valutando Ls
∣∣∣∣∣
u1=0

e sfruttando l’ipotesi induttiva, è possibile

ottenere la relazione,

Ls({u} , {v})
∣∣∣∣∣
u1=0

=
s∏
j=1

vj
∏

2≤i≤s
1≤j≤s

(ui + vj + τuivj) det M̃, (E.10)

con

M̃1,k = 1
vk

s∏
i=2

ui

∏s
j=1
j 6=k

(vjvk + τvk + 1)∏s
i=2 (ui + vk + τuivk)

, M̃j,k = Mj,k, se j > 1.

(E.11)
Studiando la decomposizione in poli di M̃1,k, si trova

M̃1,k = M1,k −
s∑
j=2

∏s
i=2 ui

∏s
i=1(1− viuj)

uj
∏s
i=2
i 6=j

(ui − uj)
Mj,k. (E.12)

Ciò implica che detM = det M̃ e, dunque,

Rs({u} , {v})
∣∣∣∣∣
u1=0

= Ls({u} , {v})
∣∣∣∣∣
u1=0

. (E.13)

Per le considerazioni precedenti, questo conclude la dimostrazione dell’i-
dentità (E.1).



Appendice F

Densità di segmenti vuoti sul
bordo

Consideriamo il modello a sei vertici su un reticolo quadrato con s linee
orizzontali e N linee verticali; imponiamo condizioni al contorno a parete di
dominio parziali, in modo che, stavolta, gli spigoli esterni liberi siano quelli
in basso. La funzione di partizione del modello (legata a quella calcolata
nella sezione 5.8 da una trasformazione di crossing) è data da

Zparz
N,s =

∑
1≤r1<...<rs≤N

Ztop
r1,...rs . (F.1)

In questa appendice calcoleremo la densità di segmenti vuoti sul bordo in-
feriore del reticolo, nel limite di scaling, nel regime ∆ = 0. Tale quantità
può essere ottenuta valutando la configurazione r1, ...rs che dà il contributo
massimo a Zparz

N,s . La primitiva della densità è la forma limite del modello
valutata in prossimità del bordo. Per il calcolo utilizzeremo tecniche mutuate
dalla teoria dei modelli di matrici aleatorie [75, 76].

Consideriamo la rappresentazione (5.95): valutando per ∆ = 0, possiamo
riscrivere (F.1) come

Zparz
N,s = cs

s∏
j=1

a(λ, νj)N−1 ∏
1≤j<k≤s

tjtk + 1
tk − tj

∑
1≤r1<...<rs≤N

det
1≤j,k≤s

trk−1
j . (F.2)

Per valutare il limite omogeneo, poniamo tk = tyk e facciamo tendere yk a 1,
k = 1, . . . , s. Applicando la procedura riportata in appendice C, si trova

Zparz
N,s = csas(N−1)

t
s(s+1)

2

(
1 + t2

) s(s−1)
2

∑
1≤r1<...<rs≤N

s∏
j=1

trj det
1≤j,k≤s

(
rj − 1
k − 1

)
=

= csas(N−1)

t
s(s+1)

2

(
1 + t2

) s(s−1)
2

∑
1≤r1<...<rs≤N

s∏
j=1

trj∆s(~r). (F.3)
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Dal momento che siamo interessati solo alla dipendenza da r1, ...rs, possiamo
scrivere

Zparz
N,s ∝

∑
1≤r1<...<rs≤N

exp
(
−s2Sr1,...rs

)
, (F.4)

dove abbiamo introdotto la funzione

Sr1,...rs = − ln t
s2

s∑
j=1

rj −
1

2s2

s∑
k,j=1
k 6=j

ln |rk − rj|. (F.5)

Il limite di scaling è realizzato imponendo N, s, j, rj →∞ in modo tale che

N

s
→ R > 1, j

s
→ u ∈ [0, 1], rj

s
→ r(x) ∈ [0, R]. (F.6)

Le sommatorie in (F.5) possono essere interpretate come somme di Riemann
che, nel limite di scaling, convergono ad integrali, 1

s

∑s
j=1 →

∫ 1
0 du.

Definiamo la densità di segmenti vuoti sul bordo inferiore,

ρ(rj) := 1
rj+1 − rj

, (F.7)

che, nel limite di scaling, diventa

ρ(r(u)) = 1
r′(u) . (F.8)

A causa del vincolo rj+1 − rj ≥ 1, j = 1, . . . , s− 1, si ha

ρ(r) ≤ 1. (F.9)

Poiché
∫ 1
0 du = 1, la densità soddisfa anche la relazione∫ R

0
ρ(r)dr = 1. (F.10)

In virtù di (F.5), possiamo interpretare (F.4) come la funzione di partizione di
un gas unidimensionale di particelle che si respingono tramite un’interazione
logaritmica nella distanza, confinate in una buca di potenziale infinita di
larghezza R e con il fondo inclinato con pendenza − ln t. Il limite di scaling
corrisponderà al limite termodinamico del gas unidimensionale. In questo
limite, la discretezza dello spazio delle configurazioni si traduce nel vincolo
(F.9).

Al variare del parametro t, si hanno le seguenti possibilità.
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Figura F.1: Buca di potenziale infinita compresa tra 0 e R = 2 con il fondo
con pendenza ln 2, corrispondente a t = 1

2 .

• t < 1: il potenziale ha il minimo in r = 0, verso il quale si accumulano
le particelle. In virtù del vincolo (F.9), ci aspettiamo una saturazione
della densità; avremo, dunque, un comportamento del tipo

ρ(r) =


1 se r ∈ [0, α],
0 < ρ(r) < 1 se r ∈ [α, β],
0 se r ∈ [β,R].

(F.11)

Questo corrisponderà al profilo di densità di segmenti vuoti sul bordo
inferiore del reticolo (ricordiamo che l’asse orizzontale del reticolo è
orientato da destra verso sinistra).

• t > 1: le particelle sono attratte verso il punto r = R. La situazione è
identica al caso precedente, a meno di una riflessione rispetto all’asse
r = R

2 .

• t = 1: la buca di potenziale ha fondo piatto e le particelle, confinate in
[0, R], sono sottoposte alla sola repulsione logaritmica. Ci aspettiamo,
pertanto, che vadano ad accumularsi verso le due pareti in maniera
simmetrica.

Di seguito, considereremo solo il caso con t < 1, dato che, se t > 1, la
densità può essere ottenuta tramite la sostituzione r → R− r, α→ R− β e
β → R− α.
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La configurazione di bordo che rende massima Zparz
N,s può essere ottenuta,

nel limite di scaling, tramite un’analisi di punto-sella. Se indichiamo con −
∫ R

0
l’integrale in parte principale, la (F.5) diventa

S[ρ] = − ln t
∫ R

0
rρ(r)dr − 1

2−
∫ R

0
−
∫ R

0
ln |r − r′|ρ(r)ρ(r′)drdr′. (F.12)

La condizione di stazionarietà, con la condizione (F.10), è

δ

{
S[ρ] + λ

[∫ R

0
ρ(r)dr − 1

]}
= 0, (F.13)

dove λ è un moltiplicatore di Lagrange; si ha quindi

−r ln t−−
∫ R

0
ln |r − r′|ρ(r′)dr′ + λ = 0. (F.14)

Derivando rispetto a r, si ottiene l’equazione di punto sella,

−
∫ R

0

ρ(r′)
r − r′

dr′ = − ln t. (F.15)

Per risolverla si segue la procedura riportata in [15],[77]-[79], imponendo il
comportamento (F.11): si trova,

ρ(r) =


1 se r ∈ [0, α],
2
π

arctan
(√

α(β−r)√
β(r−α)

)
se r ∈ [α, β],

0 se r ∈ [β,R],

(F.16)

con
α = 1− t

1 + t
, β = 1 + t

1− t . (F.17)

Chiaramente, si deve avere R > β; in caso contrario, ossia R < 1+t
1−t , la

soluzione (F.16) non è accettabile. Si considera allora un nuovo scenario in
cui si creano due regioni di saturazione della densità, una intorno a r = 0 e
l’altra intorno a r = R. Imponendo che ρ(r) = 1 se r ∈ [0, α′] ∪ [β′, R], si
trova [79]

ρ(r) =


1 se r ∈ [0, α′],

1 + 2
π

arctan
(√

α′(β′−r)√
β′(r−α′)

)
− 2

π
arctan

(√
(R−α′)(β′−r)√
(R−β′)(r−α′)

)
se r ∈ [α′, β′],

1 se r ∈ [β′, R],
(F.18)
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Figura F.2: Profilo di densità di segmenti vuoti sul bordo inferiore nel limite
di scaling, valutato per t = 1

2 : a sinistra, lo scenario (F.16) con R = 4, a
destra, lo scenario (F.18) con R = 3

2 .

dove

α′ =

(√
R + 1−

√
(R− 1)t

)2

2(1 + t) , β′ =

(√
R + 1 +

√
(R− 1)t

)2

2(1 + t) . (F.19)

Le espressioni (F.16) e (F.18) corrispondono ai due possibili scenari per il
profilo di densità di segmenti vuoti sul bordo inferiore del reticolo, nel limite
di scaling, per il modello con ∆ = 0.

Ricordiamo la definizione (5.121) di funzione altezza e imponiamone valori
corrispondenti a quelli riportati in figura 5.3 sul bordo superiore, su quello
destro e su quello sinistro del reticolo qui considerato. Dal momento che gli
spigoli sul bordo inferiore sono liberi, il valore della funzione altezza su tale
bordo è determinato dallo stato del sistema. Il limite di scaling della funzione
altezza, ovvero la forma limite, è definito come

h(X, Y ) := lim
N→∞

hN(dXNe, dY Ne), X ∈ [0, 1], Y ∈
[
0, 1
R

]
, (F.20)

dove d·e indica la parte intera superiore di un numero reale. Si noti che la
variabile X e la variabile r sono legate da

r = dRXe. (F.21)

La densità di segmenti vuoti sul bordo inferiore ottenuta in precedenza è
tale che

dh
(
X, 1

R

)
dX = 1− ρ(RX). (F.22)

Integrando questa equazione si ottiene il profilo della forma limite in corri-
spondenza del bordo inferiore del reticolo.
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